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第八章电磁流体力学 

§51. 磁場內的流体运动方程 

如果液态（或气态）导电媒质是在磁場內，則当媒质作流体动 
力学运动时，就会在媒质內部咸生出电場，幷且产生出电流。但是 
作用在磁場內电流上的力，对流体的运动有重大的影晌。另一方 
面，这些电流又使磁場本身改变。因此》就形成了磁現象和流体动 
力学現象相互作用的复杂图象，必須根据場方程和流体运动方程 
的联立方程組来硏究它們。 

我們采用 （49. 6) 式作为运动的导电媒质內的場方程。电磁流 
体力学中所涉及的媒质的导磁率与1相差很小，而且这种差別对 
下面所硏究的現象幷不重要。因此，在这一章內，我們将假定 M = 

=1。这样一来，我們得到方程組： 

divH = 0, (51. 1) 

I 

尝 i = rot [ vH ] — AH - (51-2) 

dt 47TCT 

* 

利用这些方程时，我們同时假定了滿足某些条件，即是場的变 
化周期必須大于傅导电子的自由路程时間。于是电流和电場之間 
的关系由对恒定电流的相同的电导率^决定（参閱 §45) ①。这时, 


①256頁上的底注还曾指出了1这一条件;对不良导体，这一条件必須滿 

( i > 

足，对于良导体，在滿足其他必要条件下这一条件也自动她滿足。在現在的情况下，比 
値二为 頰率，其中£与厂是决定流体运动性质的长度和速度的特性参量。由此可見， 

^»1 的条件当然滿足。 , 
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我們假定， o •在整个媒质內不变。同时特別假定，电导率和磁場无 
关。为此，电子的自由路程长度必須小于磁場內电子軌道的曲率半 

徑。換句話說，自由路程时間必須小于电子的拉莫頻率在强 

me 

磁場內和媒质很稀薄时，这一条件可能被破坏。 

流体动力学方程首先包括連續性 方程： ! 

+ divpv = 0 (51. 3) 

at 

( p 为流体密度）和納維-斯托克斯 方程： 

-^-+ (vV) v= - 吾 ▽》+ 吾 Av + 



V 


3 


)gra 


ddiv v 



式中 r 和 C 为流体的两个粘滞系数，而 f 为外加力（在現在的情况 
下是电磁力）的体密度。按照 (34. 4) 式，我們得到 


f = l - [jH 

c 4 ： 7j 


由此可見，流体的运动方程为 

(vV )v= 一 ^■ 一 [Hrot H] + 

at P 4 ： 7Tp 

+ -~Av + +(乙 + 吾 ) graddivv. (51. 4) 

除了这些方程外，还必須加上把流体的压强，密度和溫度联系 
起来的状态方程^ 

、 P = P(P ， T )， (51. 5) 

和所謂热傳递方程。在通常的流体动力学中，后者的形式为® 

4 

P T (^ + V▽ 沒 ) = crk|^ + div(KVT). 


①参閲 w 連縝介质力学”第二版§ 49。 
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式中$为流体单位质量的熵，等式左侧的表达式代表运动流体元 
在1秒內所放出的热量（屬于单位体积乂等式右側的表达式为相 
同体积內1秒內所耗散的能量。其中第一項与粘度 有关； 4为 
粘度应力 張量： 、 • 






第二項給出由热傳导所引起的耗散 Oc 为热导率)。，在导电流体內, 
还应該添上一項焦耳热。化到单位体积，焦耳热等于 

艺 =—^— (rotH) 2 . 


16 tt 2 < 


因此电磁流体力学中的热傅递方程为 • 

+ W5 ) = CT: * 尝 "+ div (yvT) + 

+ 1 ^ r ( rotH ) 2 . (51. 6) 

方程 （51- 1)—(51. 6) 組康了电磁流体力学的完全方程組（在 
本节开头所指出的假定下）。 ' 

方程 （51. 4) 和 （51. 6) 也可以分別写成表示动量和能量守恒定 

律的形式。即通常流体动力学中的納維-斯托克斯方程可以写成 

(这里也利用了連續性方程）® 

9 pVi = (51. 7) 

3t 

式中 ria 为动量流密度張量，等于 

" n ^= pViV^ +p8ijo- cr\^ 

(51.4) 也可以化成同样的形式，只是在 n < fc 內出現一附加項。于 
是犇們有 

. [Hrot H]- 去 grad 丑 2 - (HV)H. 

△ 


①参閱“連縝介质力学”第二版，§ 15。 • 
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因此得到 n iA> 的式子为 

pViVio + p8nc- cr’ i)Q 


4 tt 


H,H 


2 


H 2 8 iIO 


(51. 8) 


rii * 內的附加項为磁場的麦克斯韦应力張量，这正是应当的。,, 

^热傳递方程可以变換成（利用其他的流体动力学方程）能量守 
恒方程。在通常的流体动力学中， 

磊 ( 字 + P 小， divq, 

式中 Q 为能量流密度，等于 


q — pv( ^r + tv )— (vcr r ) — kVT, 


而 s 和 w = s + j , 分別为1克流体的內能和热 函数。 如果导电媒 
质內存在 磁場， 則在能量密度內应包括磁能:*#-，而在能流密度內 

07T 

应包括坡印廷矢量 :6 ： [ElH ]。 在后一式子內，用 H 表示 E ， 我們 
得到 


(51. 9) 

(51. 10) 

利用直接的計算，不难驗证 (51. 6) 和 （5 L 10) 式是等效的。 

如果假定运动流体是不可压縮的，則这些方程还可以进一步 
簡化。于是，達續性方程 (51. 3) 变为 div v 二0,而在 （51. 4) 式內，最 

后一項等于零。为了后面引用方便，我們再一次写出相应的方程 
組〔在 （51. 2) 和 （51. 4) 式內，利用熟知的矢量分析公式，已方便地 


+ 47r 


[H[vH]]- 


c 


16 ttV 


[H i，o t H ] — (W) — kVTj 


幷且得到能量守恒方程为 


3/ pt > 2 , 丄 H 2 

9 i {^ +fJ8 + 8 ^ 




divq. 
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分別变換 rot [ vH ] 和 [ H rot H ] 項〕： 

• div H = 0，div v=0 ， (51. 11) 

^ + ( W ) H = ( HV ) v + (51. 12) 

at 4 i7T(T 

咅+(峰—+十藍) + 

+ (HV)H+vAv (51. 13) 

4 ： 7rp 

r = j 为粘滞率。 （51.6) 式对求解非压縮流体的运动問題幷不需 
要，除非我們对流体內的特殊溫度分布和它对运动的影响感到 


兴趣。 

我們回到普遍方程 （5 L 2)。 在电导率相当大的极限情况下， 
它的形式变为. 

^ = rot [ vH ], (51. 14) 


对这个方程有一个很重要的直观解釋。我們把等式右側的 rot 展 

i 

开，幷考虑到 divH = 0, 于是 

势 = (H V ) v - ( W ) H - H div v . 


从連續性方程 （51. 3) 內代入 


divv 


1 

—- ■ * 

P 9 t 


Vp 


在經过簡单的幷項后，我們得到 

等式左側的表达式代表“实在”导数，它給出流体粒子运动时量^ • 
的变化；把这导数表示为 S ， 我們得到 
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my. . _ 

另一方面，我們来硏究某一“流綫”，也即是随流体粒子一起移 
动的綫。設幻为这綫的长度元；我們来求出它如何随时間而变化。 
如果 V 为在綫元—端上的流体速度，則在綫元另广端上的流 f 
速度为 v + ( av ) v 。 因此，在时間心內，綫元31的改变为 dt (8 lv)vj 

也即是 • 

^«l=(filV)v. 

我們看到，矢量 S 1 和 g 随时間的变化由同一方程得出。由此得 

到，如果在开始时刻这两’个矢量的方向相同，則它們在以后也将保 
持平行,而且它們的长度互成比例地改变。換句話說,如果两无限 • 
邻近的流体粒子在同一力綫上，則以后它們也总是在这一力綫上， 

而¥■与粒子間的距离成比例地改变。 

P 

因此当我們从无限邻近的两点过渡到彼此分开一有限距离的 
两点时，我們得到 結論： 毎一力綫和該力綫上的流体粒子一起移 
动，反过来可以說(在 cr — oe 的极限情况下），磁力綫仿佛“冻結在” 

和它一起移动的流体上。在毎一点处，量_与相应“流綫”的伸长 

成正比地改变。如果运_流体可以假定是不可压縮的，則户=常 
数，于是_場强度丑本身也与磁力綫的伸长成正比地故变。 

这些 — 果还有另^个直观的方面，即当某一閉合的“流体”綫 
路移动时，这流体綫路幷不与磁力綫相交,也即是穿过閉合綫路的 
磁力綫“数目”保持不变。这表明（参閱§ 49)，穿过閉合流体綫路 
所圍成的面积的磁通量幷不隨时間而改变。 

在什么条件下实际上可以忽略流体內的耗散过程，这一問題 
还沒有普遍的解答，因为这些条件与运动的特性有密切的关系，例 
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如对定态和非定态运动，就完全不同。我們在这里不对这一問題 
作普遍硏究。 ^ 


例，題 

設不可压縮的粘性导电流体在两平行的固体平面間的空間內作稳定运 
动，試求流体內的速度分布;假設在垂直于平面的方向上加上外均勻磁場 Ho 
( J •哈特曼，1937)。 

解.自然地假定流体的速度处处有同一方向（我們选擇这方向为$軸 
方向）；流体速度在垂直于平面的方向上只与 S 坐标有关。这也适用于由流 
体运动所产生的橫向磁場丑抑压强 P 也依賴于、因为在运动方向必須有 
一恒定的压强陡度，以維持稳定的流动。于是方程 di V V = 0 自动地滿定，而 
从 divH «0 得出， H z ㈡ 常数 (51.13) 式的名分量給出 




( 1 ) 


式中 POr ) 只是 z 的函数。$軸上的压强陡度—€ 
其次， (51.12) 和 (51.13) 式麥 J ® 分量給出 

dz dz 1 

4 

Hp dH x = 登叛， 茂 P 
71 dz 2 ^ 4 tt dz ^ 拓银一 dx ， 


罢为一恒量, 


( 2 ) 


(3) 


粘性流体速度的边界条 件为： 当 = 士 a 时^ = 0,这里的2«为两平行的固体 

平面間的距离,而平面^ = 0位于两固体平面的中央。于是 z = 时^^===0 

的条件对磁場来說必須滿足,因为在流体之外,外磁場 Ho 不变，而 H 与边界 

相切的分量为連續的。（2)、 （3) 两式滿足这些粂件的解为 

ch ( a / A ) -^eh (^/ A ) 

…叫— _ ch ( WA ) 二 i ， 

^ 4 tr /—( 2r / a ) sh ( a / A > — sh (^/ A ) />4 、 

h ， 一 ” 07 V ^ - ch(a /A)-ri - ，⑷ 


4 tr r 

t 7 V < 


(4) 


式中 A 



常数如为中央平面 0〒0 內的流体速度。将 (4) 代入 (3) 


內，我們卽得到流体速度与压强陡度的关系式。流体的平均速度(沿截面）为 


a 


vdz 


dP 

dx 


f ( 


cth- 
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磁場对流体流动影响的程度的判据为比値+ 当 a / A « l 时， 


我們得到 


^ = ( 1 — 


dP a- 


dx 3r} J 

这和連常的流体动力学的結果一致。如果 a / A » l ， 則 

_ dP ac 


v^v 0 (l — e 一 


dec \/ 

磁場的增大在大郜分的截面内使速度断面更变为平面，从而使运动的平均速 
度减小(保持压强陡度不变)。 


§52. 电磁流体力学波 

我們現在来硏究小扰动在均勻外磁場 H q 內的均勻导电媒质 
內的傳播。这时我們假定媒质的粘度、热导率和电阻 （ I / O ") 都很 
小，以致由它們所引起的能量耗散对扰动傳播的影响，在第一近似 
內可以忽略不計®。于是扰动将以非衰减波的形式而傳播®。 

略去全部的耗散項后，我們可以将基本方程耝 (51. 1)-(5!. 4) 


改写为 

divH = 0， 

(52. 1) 


rot [ vH ] ? 

(52. 2) 


•|^ + div (> v ) =0， 

(52. 3) 


* ( W ) v - - + 7^—[rot H - H ]. 

3 t P 4 ttp 

(52. 4) 


(51. 6) 式可以化成熵守恒方程（絕热运动的条件)。如果未受忧动 


① 注意到，令丄二0以后，我們就扩大了应用所得到的方程的親率范圍：于是 

<7 

保证 a 不存在色散和它不依賴于磁場的条件就成为不是必要的。 

② 容許这种略去的条件是波的衰减系数很小（在本节的例題算出）。 
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的媒质是均勻的，則由于达一方程，在受扰动的媒质阿，将是5 = 
常数，也即是运动是等熵的。 

我們写出 , .. 

+ p ~ pQ + p r y = + ( 52 * 5 ) 

式中下角标0表示这些量的恒定的平衡値，而 h 、 〆 、$表示它們在 
波內的小 变化。 在平衡态下变为零的速度 V ， 也是相同数量級的小 
量。由于运动是等熵的，因而压强与密度的变化的关系式为 

卩’ 二 (靠) ，’• 

但(务)滅顔普 Mp 麵财。娜雜-臟，于 

是有 〆 在方程 （52. 1)—(52. 4) 內略去一次以上的小量，我 
們得到下列的綫性方 锃組： 

div h = 0, * 


普 = rot[vH ]， 

p div v== 


(52. 6) 


Vp { 


4rrp 


[H roth]. 


这里和下面，为簡化符号起見，我們略去了平衡値上的下角标0。 
对于时間周 遍性的 扰动，其中第一式为从第二式得到的結果，因而 
可以不必单独討論它。 

我們来求出达些方程的形式为^的解，也即是求出描写 
波矢量为 k 和頦率为 w 的平面波傅播的解。对这种平面波而言， 
方程耝 （52. 6) 变为代数方 程耝： 

濠 

-^h=[k[vH]], 
co// = pkv. 
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-cov+^p f k=--^—[H[kh]]. 

P 47T/> , 

其中第一式首先表明，矢量 h 垂直于波矢量方向，下面我們将 
选擇这方向_为％方向，幷选擇通过 k 和 H 的平面为0^平面。此 
外，引进波 ：^J“ 相速度”为 


议 k ， 

利用第二式消去〆，幷把其余的量写成分量，于是我們得到下列方 
程組： 

uh z ^f — v z H x ， — 7 丑忠 h z ‘ (52. 7) 

4tt/> 

H 


Uhy^^H^ — VyH^ UVy= ' 


4rrp 


K 


(52. 8) 


我們把这些方程分成两組，第一組只包含变数 h，％， 而第二 
組只包含心，％, %。由此得到，这两組变量的扰动独立地傳播。 
密度扰动（以及压强扰劲）与扰动岣，％，化一起傅播，它和的关 
系式为 


p 


由 （52. 7) 两个方程的联立条件得出 

H x 


(52. 9) 


(52. 10) 


在这些波內，垂直于波傳播方向和恒定磁場 H 方向的磁^分量\ 
发生变化。 Ifi! 且除了心外,’速度％也发生变化，它和 k 的关系为 

I 

( 5211) 

由 （52. 10) 式所給出的〜和&的关系（或者称为色散定律），完 


全依賴于波矢量 方向: 


52. 电磁涞体力学波 
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co = ~7 - Hk. 

V 47T/0 


大家知道，波:傳播的物理速度称为“群速度”，由导数||■給出。在現 
在的情况下，这个量等于 


do > _ H 
9k \/ 4^rrp f 

幷且与 k 的方向无关。如果把波傅播方向理解为它的群速度方向， 
則与 H 的方向 一致。 

我們現在来硏究 (52, 8) 式所描写的陂。組成达些方程的行列 
式，幷令它等于零，我們得到 

, («D(« a - 器)-認 

达个 M 的四次方程的 根为① < 

( 52 . i2) 

由此可見，我們再得到两种波。在这些波內，I ，％和密度/^发 
生变化。这些波的矢量 h，v 在矢量 H，k 的平面內。 

在 H ^ 4 tt P uI 的极限情况下，我們有^2 = Wo, 而从 （52. 8) 式得 
到，％«%。換句話說，这种类型的陂在极限情况下变成傳播速度 
为的普通声波。波內的弱橫向場与〜的关系为 

Uo 

在与上述相同的极限情况下，在第一近似內，抑与相等，而且 
^ = 0,心兰这和在第一种类型的波內一样，只是矢量 V 和 


①四次方程 = 0 的根，可以写为 

| >/— 士一 P - /飞 
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lx 在 kH 平面內，而不是和它垂直。 

我們还看到，在不可压縮流体內（形式上相应于极限情况 Mo — 
00 )，只剩下具有两个独立偏振方向的一种波。这种波的色散定律 
由 （52.10) 式給出，而矢量 V 和 h 垂直于 k 矢量，幷且其关系式为 


h 

47Tp* 


(52. 13) 


这种波由 X . 阿耳芬最先进行了硏究（1942)®。 

当存在纵向磁場时， 淹 体的橫向移动以波的形式傅播，这一 


事实有一个簡单的直观解釋。在§51末我們已看到，磁力綫的行 
为（在 < r — oo 的流体內）和“流綫”相同。因此，流体粒子的橫向移 
动引起磁力綫的弯曲，幷使它伸长，而且在某些地方密聚起来。但 
是作用在磁場內的力（用麦克斯韦应力張量表示）的特征則仿佛是 
使磁力綫趋向于縮短，同时互相排斥 ' 因此当磁力綫弯曲时引 
起‘‘准彈性力”，它趋向于重新使磁力綫伸直，这样一来就引起振动 


現象。 

有趣的是，在不可压縮流体內， （52. 10) 和 （52. 13) 式所描写的 
平面电磁流体力学波，实际上是对任何橫向磁場 h (不一定很小） 
都适合的方程的精确解（佴是，这不适用于傳播方向不同的几个平 
面波的叠加）。事实上，我們来硏究精确方程 （52.1) — （52. 4)。在 
不可压縮流体內，（52.3)式变成出^ = 0。如果我們来求出全部量 

黍 

只与一个坐标 x 和时間《有关的解，則从这方程我們得到 
常数；变換到沿 T 軸作勻速运动的另一坐标系，我們常常可以使 
v x = 0 o 从方程 divH = 0 得到丑$ =常数。我們用 h 表示 H 的橫向 


① 这些波有时称为电磁流体力学波（狹义的）。在磁場 r 不很小的普遍情况下，这 

/W 雩 

些波不可能分为电磁流体力学波和普通 声波。 ， . 2 

② 实际上，設力綫与 2 軸相合，于是纵向应力 na (5 i .8) 包含負的項-1，而 

橫向应力 I ^ a ?， Ilyy 包含疋 項： 
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分量，于是，从 （52. 2) 和 （52. 4) 式(当 〜 = 0) 得到 

3h _ rr 3v 3v __ 3h 

也即是精确方程自动地变为綫性方程，它描写相速度为 （52. 10) 的 
平面陂，而且 v 和 h 的关系式为 <52. 13) 式。由 （52. 4) 式的％分量 
給出 

1 h |h = 0, 

P dx 4 i 7 Tp dX 


由此得 


P + 常数, 

07T 


(52. 14) 


由这个式子可以求出波內压强变化的过程 a 

我們再回到 （52. 8) 和 (52. 12) 式，幷且硏究相反的极限 情况： 

■ 

， H 2 » 4 7 T / qM 。 于是在第一近似內，我們得到 

' H 

因为这个式子完全和 k 无关，因而群速度的数値和他相等，其方向 

* 

指向 k 方向。这种波內的矢量 v 与 H 垂直（图28)，其絕对値与 A = 
=〜的关系为 

• -- A — • U 

V = / H ‘ 

在这种情况下，得到抑今 / 

^3= uq-— r • y /// ^ r 


这时群速度为 


9 oj H 
矿抑互 • 


图 28 


这种波內的矢量 V 与 H 反平行，而其絕对値与 A 的关系为 


Air pUoH 
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当 H 2 与为任意关系时，則叫和 处都依 賴于波矢量的方向。 
当 k 与 H 間的夹角增加时，％单調地增加，而处則单調地减小。容 
易看到，下列不等式总是成 立的： ~ 

对3< 以 i < w 2， 从0， (52. 15) 

如果 k \ U ( H y ^ O , H x = H ), 則处 和仰分 別等于 w ◦和吣 = -7^— 

的最大値和最小値。如果 k 丄只（丑^； = 0，丑 3/ =/乃，則我們有 

+ (52. 16) 


而 I 和价变成零，也即是只剩下一种类型的波。 、 

在后一种情况下，我們可以求出平面波的电磁流体力学方程、 


的精确解，幷不必假定它的振幅很小 （ c . A . 卡普兰和 IC n . 斯塔紐 
科維奇，1954)。当^^ = 0，^^ =丑时， （52. 1) 式恒被滿足，而由方 
程 （52. 2) —(52. 4) 得出 • 


9 H 


9(^ H ) 

dx 




0, 


(52. 17) 


dp . 

dt dx 



3% + r 3' 1 1 dp 

dt x dx Srrp 2x P dx . 

容易证明，从头两个方程得出，比値 f = & 滿足 方程: 


(52. 18) 
(52. 19) 


db , 3b— “ 

9 i + Vx di =0 ^ 

\ 

或货= 0,式中的全导数表示流体粒子移动时量6的变化。由此得 
at 

出 5 如果在起始时刻流体是均勻的，于是其中的&为常数，因而在 
以后任何时刻我們有 ® 

\ 

①这和 f 与流体力綫的关系的普遍結果（§ 51) 符合一致，如果考虑到在 現在的 
情况下，后者的长度不随时間而改变。 
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聲=&=常数。 （52.20) 

4 

把 fl = 代入第三个方程，我們得到 , 

( 52 , 21) 

由此可見，磁場已从方程內消去，問題变成求 （52. 18) 式和 （52. 21) 
式的解。但是，这些方程和通常流体动力学中的一維运动方程不 
同的地方，只是气体的状态方程有变化,代替实在的方程 V = p { p ) 
(保持熵 s 不变），必須利用方程： 

J>* (p) = v(p) + 

OTT 

由于这一情况，可以把通常流体动力学的全部結果移用到我們所 
硏究的电磁流体力学的运动情况。特別是可以应用一維行波精确 
解的公式（黎曼解）①，而且其中的声速为 

这和 （52. 16) 式符合一致。 ' 


例 題 


試求不可压縮流体內电磁流体力学波的吸收系数(假 5 k 它很小）。 

解，波的吸收系数定义为 

r. 

Ts= l 

y 2 q 9 

式中 G 为 1 秒內单位体积內所耗散的平沟能量（对时間平均)，而5为波内 
的平均能滩赉度。在傳播时波的振幅与厂加成正比地衰减， Q 由（ 5 1. 6 )式 
的右側給出;在不可压縮流体内，对在$軸方向傳播的波(与此相应， v x ^ 0 ) f 


我們有 




* ①参閲“連續介,质力学” 第二; 版、§鉍。 
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在 (51.9) 的能流密度內，我們略去小的耗散項，于是有 



利用 （52.10) 和 （52.13) 式，結果得到 



§53. 切向間断和旅轉間断 

“理想”的电磁流体力学媒质（沒有粘性、导热性和电阻的媒 
质）的运动方程，和在通常的流体动力学中一样，容許間断流动。 

为了闡明間断面上必須滿足的条件，我們来硏究这面上的某 
一面元，幷且采用与面元一起运动的坐标系 

首先在間断面上，物质流必須为連續的，即从面一也进入的 
气体量必須等于表面另一側出来的气体量。这表明 PlV in = P ^ 
式中下角标 i 和2指間断面的两側，而下角标 W 表示与間断面垂 
直的矢量分量。下面我們用花括号表示某一数量在間断面两側的 
数値之差。于是 

= 0 . 

其次，能量流必須为連續的，利用 （51. 9) 夫（幷略去了其中耗 
散項），我們得到 

= | (皆 + w )4^^ [ 〜丑 2 — i^OH) ]! =()• 

动量流也必須为連續的。这条件表明 （ n iJ6 %} = 0, 式中 n iA; 为动 
量流密度張量，而 n 为表面法綫方向的单位矢量 c 利用 （51. 8) 式， 
我們由此得到 

% 

①由于这一条件，只在垂直于表面的方向上，坐标系的 k 度才是固定的，而与表 
面相切的速度，則可以添上一个任意_的恒定矢量。、 . 
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| PVn^t — 去 j = 0 ， 

式中下角标《表示与表面相切的矢量分量。 

最后，磁場的法向分量和电場的切向分量也必須为連績的。 
当媒质的电导率为无限大时，感生的电場为 

E= - —[vH]. 

因而由条件[仏]二0給出 . 

{H n ^ t -H t v n }=0. 

' 下面不用气体密度，而采用体积度更为方便。通过間 
断面的质量流密度我們用 j 表示: / 

i = pv n =^ 

考虑到 J 和/^的連續性，其余的边界条件可以写成下列‘ 
形式： _ • • 


巧卜 f 

(53. 1) 

ip} +^ 2 (^} + =0 ， 

(53. 2J 

f 

(53. 3) 

H n {v t } — - 

(53. 4> 


这也就是描写电磁流体力学中的間断的基本方程耝。 < 

大家知道，在通常的流体动力学中，有两种完 i 不同类型的間 
断——冲击波和切向間断 ®。 这两种間断类型的发生，在数学上 
說，是由于某些边界条件的方程可以写成两个因芋的乘积等于零 
的形式；分別令毎一因子等于零，我們得到两个完全独立的解。 

①参閱 〃連 鑕介质力学”第二版 SSI 。 • 
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在电磁流体力学内，方程 （5 i 1)—<53. 4 )沒有这样的形式，闼 
而可能认为只存在一种类型的間断，它包括了各种可能的特殊情 
况。但是，实际上也发現存在不同类型的間断，它們幷不是某一种 
間断的特殊情况 （ F . De Hoffman 和 K Teller , 1950) 

首先，我們硏究 j = 0 的間断，这表明， v Xn ^ v ^0 , 也即是流 
体卒行于間断而运动。如果这时 丰0, 則从方程 （53) 1)—(53. 4) 
看出，速度、庄强和磁場必須为連續的，而密度（以及熵、溫度等等） 
刖可以有任意的跃变。这种間断可以称为“接触間断”，它代表密 
度和溫度不相同的两靜止媒质間的分界面。 

如果 j = G 时， / Jn 也等干零，則在 （53. 1)—(53. 4) 的四个方程 
中，三个方程立即恒被滿足；由此看出，这是一种特殊情况这样 
一来，我們得到一类間断，和在通常的流体动力学一样，可以称它 
为切向間断。在这种間断面上，速度和磁镇 与間断 面相切，而且数 
値和方向都有任意跃变： 

j = 0， H n = G ，{ v t } =^=0, {H J nfcO . (53. 5) 

密度的跃变也可以取任意数値，而压强跃变与 HU 的跃变由 （53. 2) 

式联系 起来： , 2 t 

卜惡卜0_ (53-6) 

其他热力学量（熵、溫度等等）的跃变，可以利用气体状态方程就从 
7和 P 的跃变求出。 

瓠 

另一种間断类型是气体密度沒有跃变盼間断。由于通量 j = 

=^是連續的，因而从密度不存在跃变立即得出，速度的法向分量 
V 

也将是連 續的： 

j^Oy { V } =0, {^ n ) =0, (53. 7) 

其次，把 （53. 4) 式右側的 F 移到花括号外，再以 (53. 3) 式除 
(53. 4) 式，我們得到 
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卜為. ( 53 . 8 ) 

然后，由 （53. 3) 或 （53. 4) 式得出 

* - 

(53.9) 

在 （53. 1)式內，我們令如=8 + #;考虑到7的連續性，按照(53.8) 
式代替 、£ U ， 幷将各項幷項后，可以将它改写为 

洲 +咖去叫+|{( V - y 卜 0 . 

由于等式 (53. 2)，其中第二平变成零，而由于 (53.9) 式，第三項也 
变成零，于是只剩下（0 = 0,也即是，除了密度为連績外，內能也是 
連續的。但是任何其他的热力学量，只要 s 和 F 是已知的，就可单 
値地定出。因此，其他的热力学量（其中包括压强）也是連續的。 
于是从 （53. 2) 式得出， 平方 也是連續的，也即是矢量 H f 的絕 
对値为 

{ p >=0, (53.10) 

与同时为連續的表明，矢量 H 的总絕对値以及 H 与法綫間 
的夹角也都为連績的。 

(53. 7) — (53.10) 式确定了義們所硏究的各种間断的全部性 
质。在这些間断面上，气体的热力学量为連續的，而磁場則繞法綫 
方向轉动 5 但其絕对値保持不.变。除了矢量外，速度的切向分 
量[按照 (53. 9) 式]也发生跃变，而其法向分量 v n = jV 則为連續 
的，幷且等于 

v n =H ri 
我們称这种間断为旋轉間断。 

有趣的是我們注意到，由适当选擇坐标系，常常可以使得在旋 
轉間断面的两側，气体的速度与瘍平行。•为此只荽变換到新坐标系 


h u 

4：tt 〜 ^4/rrp 


(53. 11) 
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就持了（参閱308頁上的底注），这新 坐标系 相对于原来坐标系的 
运动速度等于 

Vit — Hie ^ — v 2 t — H 2 ^ ^ 

在新坐标系內，在間断商两側， v 的三个分量与 H 的相应分量 
的比値相同，幷等于也即是 ^ 

4 

Vl = H lv /去， v 2 = H 2 ^/i (53.12) 

由此可見，在新坐标系內，速度与磁_一起旋轉，但其数値以及与 
法綫間的夹角保持不变。 

速度 心取相 反的正負号，也是間断相对于流体的傅播速度。 
它等于三种电磁流体力学波中（§ 52) —种波的相速度（％)。这种 
相等性对任何旋轉間断都存在，这一事实在某种程度上是偶然的， 
但在間断面上各个量的跃变很小时，这种相等性却是必然的。实 
际上，这种間断代表一种弱扰动，这时速度 v 和磁場 H 获得垂直 
于通过 H 和法綫 n 的平面的小增量。这种扰动恰好屬于相速度为 
Wi 的类型。小扰动波陣面傳播的物理速度为群速度在波陣面法綫 
方向、也即是在波矢量 k 上的投影。但由于^和 k 成 k 性关系，我 
們有， 

3cl) ^ 

3k k = ^ 

f 

因此，上述投影等于相速度| = %。， 

• 〆 

虽然切向間断和旋轉間断代表不同类塱的間断，但也存在同 
时具有两者性质的間断。这种間断就是 v 和 H 在間断面上是切向 
的，而且只轉动而絕对値不变。 

大家知道，在通常流体动力学內，切向間断对无穷小扰动常常 
是不稳定的，这就引起它們快速地扩展为湍流囟域。但是磁場对 
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导电流体的运动有稳定作$，因而其中的切向間断可能为稳定的。 
这种情况的产生，是由于受到扰动时流体的橫向移动（对場而言） 

• 使“粘在”流体上的磁力鞾伸长的自然結果，同时引起出現一种力， 
趋向于恢复未扰动的运动。对不可压縮流体內的間断进行相应的 

u 

硏究 ( C . H . 西罗瓦茨基，1953)，得到了使間断稳定所必須同时滿 

足的两个不等式 •. ‘ 

\ Hl + Hl ^27 rpv ^ (53. 13) 

[H*H 2 ] 2 >‘27r P aH lV ： l 2 +[H 2V ] 2 ) 

式中 v = v 2 - Vl 为間断面上的速度跃变（参閱本节的例題1)®。 

但是，事实上，由于流体內存在小而有限的粘度和电阻，因而 
切向間断不会在无限长时間內保持如此，尽管条件 （53. 13) 滿足。 
虽然这时也不发生湍流，但代替尖銳的間断面，我們得到逐漸扩展 
的过渡区域，其中速度和硪場从某一値平坦地变到另一値。 

根据运 动方程 （51. 12) 和 (51. 13), 幷在其中保留耗散項 ,1 良容 
易证明这一点。我們选擇間断面的法綫方向为^軸。假定全部量 


只与 X 坐标有关 

(也可能与时間有关）， 

•• r 

我們写下这些方程的橫 

向分量为 

布 

c 3 9 2 H ^ 

1 

f 


21 — 

4 rrcr dx ^ 

， 




(53. 14) 


dVt 




dt 




(假定流体不可压縮）。如果我們假定运动是稳定的，則这些方程 
的左側为零。但是这时当土〜时仍然为有限的唯一解，是 = 
^常数 ， Vt = 常数，这与假定这些量的数値有变化的假轉相矛盾。 
由此可見，切向間断沒有稳定的寬度（例如，如弱冲击波所具有 


①如果在間断两则不可压縮媒质的密度不阏，則在这些条件下， p 应当用 


2piP 2 
P\ P*i 


•代替。 
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的）。 （53. 14) 式为导热方程的形式。从导热理論可知，这方程所 

% 

描写的量的間断随着时間的流逝扩展为过渡区域，过渡区域的寬 
度与时間的手方根成正比地增加。由于 （53.14) 两个方程內的系 
数不相同，因而速度的和場的变化区域的寬度 L 和 S H 也不 相同： 

8 b 〜 (53. 15) 

在不可压縮液体內，当磁場为任何値时，旋轉間断对无穷小扰 
动而言总是稳定的 （ G . H •西罗瓦茨基，1953)。但是和切向間断 
一样，旋轉間断也不可能有稳定的寬度，在媒质的粘度和电阻的作 

用下，它們随时間而扩展（参閱例題2)。 

% 

* 例 題 

1. 試求出磁場內不可压縮的理想导电流体內切向間断的稳定条件 （ c . 
H •西罗瓦茨基 

解① • 我們写出 

v = v 0 +v r ， p = Po + P r ? H = Ho + H r 
式中 v 0 , po , H 0 为未受扰动的恒定値(在間断面两側），而 V ， 〆 ， IT 为它們的 
小扰动値。代人到方程 (51,11) —(51.13) 内，对理想流体，我們得到 

divu’ = 0 ， div v r = 0. (1) 

= (uV)v r — (vV)u /， （2) 

(vV)v f =3 —— — [u rot u f ] = — V(p ; + /3« u r ) + (uV)u f * (3) 

为了簡单 起見，我們在这里和下面略去了下角标 0， 幷~引进了符号 u = 
= iT / n /^ o 把 div 作用到方程 (3) 上，幷考虑到 (1) 式，我們得到 

A ( p r + puu r ) =0, (4) 

設 x = 0 为間断平面；矢量、 v 和 it 与这面平行。在每半空間: r >0 和 
<0內，我們-求出全部量 V ，， it ，， p 1 的形式与成戶比，式中 fc 为 
W 平面内的二 J 街矢量。从方程 (4), 我們得到 fc 2 - P =0, 于是在 a :<0 的一 

① 参閱“ 連續介质力学”第二版，§30。 
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側，必須令 + fc ， 而在的一側，必須令 #c = — fc 。 其次，从 (2) 和 （3) 式 
的 x 分量內消去 i 4, 我們得到① • 

p r +> uu f = - utx ~ illvL )[ (⑷ - kv ) 2 - ( feu ) 2 ], (5) 

設 f = t ) 为間断面受到扰动时沿0；軸的位移。在位移后的面上， 

应滿足条件 (53.5) 和（53_6): 

* {p + / o(u + u , ) 2 }^{ jp ^+ / oiiu f } =0, 

u n\^r u r nl ^u f x i — (ujV )f = 0, (6) 

U n 2 + ^ U 2 一 ~ 0 

(沒有流体通过間断面的条件 / 这时自或地滿足）。 . 

假定 f =常数 • 幷从 (6) 式的三个方程內消去（， u 如， u ^ 2 , 我們 

得到确定~的可能値的方程为 

(w — kvi ) 2 + (w — kv 2 ) 2 = ( kui ) 2 + ( ku 2 ) 2 . 

这二次式沒有复数根，如果 , 

2(kui) 2 + 2(ku 2 ) 2 — (k, v 2 —V!) 2 >0 

或者 

\JlUiiUxh + ^ (Ai — 幻 ) (jhk — Tlfc)]feifefc>CK 

如果方括号内的二秩張量的迹和行列式是正的，則这二次式也是正的。 

由此也可得到正文內所指出的条件 (53. 13)。 

* • 

2. 試求出旋轉間断随时間而扩展的規律。 , 

> 

解.假定全部量只依賴于$坐标（和时間），从方程 divv = 0 和 divH =0 
得出： 常数， = 常数。我們选擇坐标系为：在間断面的两側（卽离过 
渡层很远处)，”値和 H 値的关系为 （53.12) 式; 于是％ （ u 和例題1内 

的相同）。对于橫向分量和、，从 (51.12) 和 （51.13) 式，我們得到方程为 


du t 


9v ^_ 

. C 2 d 2 VL t 

dt 


一 x Tx 

4：ira 3x 2 

av f 

丄 dir t 

dVL t 

, 3 2 v 右 

dt 


^ ax 



因为土 oo 时，由于关系式（53.12)_,差値 Vf Uf -=0 变成零，因而在过渡 
层內，它小于心 + u # 之和。把 （ U 式的两个方程相加后，于是我們可以略去 


①方括号內的式子变为零的情况,我們不感兴趣，闶为这时0为实値，而不稳定 
性只与 w 的复数値有关 a 
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含有％ - it, 的項，因而得到 

垚( V ,+«0 =吾(去 + P ) 盖( V , + Ut ). 

由此看出，間断的寬度按下列定律而 改变： 

5 〜 

■ 

§54. 冲击波 

我們現在轉到硏究列类型的間断，其中 

j=M) ， iV} ^ 0 . ( 54 . 1 ) 

这种間断和在通常的流体动力学內一样，称为冲击波。它們的特 
征是存在密度的跃变和有气体通过它們（〜 i 和〜2不为零)。磁 
場的法向分量，一般說来不为零，但在特殊情况下，也可能有 
H n =0 o 

比較 （53. 3) 和 （53. 4) 式，我們_出 ； 当羊0时，矢量氏 2 — 
一 H fl 和都平行于同一矢量 v 2 ^v lt , 因而它們彼 
此平行。由此得出， H ti 和 H, 2 平行，也即是矢量1^和 H 2 与表面 
' 的^綫在同一平面內，这与切向間断和旋轉間断相反，在这些调断 
內，一般說来，平面 Hun 和平面 H 2 ，n 不重合。这結果当孖# = 0 
.时也正确，这时，从 (53. 4) 式得出，(这种情况将在下 
I面詳細硏究）。 

速度的跃变 v^ — v^， 和II, 11 2 在同一平面上。显然，对普 
遍性无任何限制，我們可以假定，矢量 V：L 和 V 2 也在同一平面內， 

于是冲击波內的运动按其本质来說为平面运动。而且容易看出， 

♦ 

当丑《手0时，由适当变換坐标系，常常可以使在間断面两側， v 与 
H 互相平行。为此，必須变換到新坐标系，它相对于原来坐标系的 
运动速度为 •’ _ 

^ n it 


[由于 （53. 4) 的边界条件，在間断两側，这个量的数値相同]。伹 
是，在下面的公式內，我們将不假定这种特別的坐标系的选擇。 

我們引进一个关系式，它对于电磁流体力学中的冲击波所起 
的作用和通常流体力学中的雨果紐 ( Hugpniot ) 絕热相同。从 (53. 3) 
和 （53. 4) 式消去 {V 山我們得到这关系式为 


f{VH t ) 


4tt 


iHt )； 


(54 2) 


我們在 这里用 代替 lh ， 已注意到 Hu 和 H f 2 举行。为了从 
(53. 1) 式內消去我們把它改写成下列 形式： 


W+^{F 2 }+i{(v,- 




-南丑 ㈣ =a 

由于 （53. 3) 式，第三項变成零， 于是々 被消去。在最后一項內，代 
入 （54. 2)呙的/，而在第:二項內代入（53_ 2) 內的/，也即是 


铲 =_ 2ZE - • 

經过簡单的計算后，于是最后得到 


(54. 3) 




(F 2 ，- Fx) + 士 (F 2 - Fi) (H t2 




• (54.4) 

这也就是所求的电磁流体力学中的“冲击絕热方程”。它和通常方 
程的不同点是多第三項。 

在这里我們再一次写出 （53. 3) 式： 




(54, 5) 


由这个式子，可以从丑 e 的跃变求出 W 的跃变。方程 （54. 2) — 
(54. 5) 是描写冲击波的完全方程耝。当全部量的跃变趋近于零 
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时，冲击波的傳播速度必須趋近于小扰动的傳播速度。在通常的 
流体动力学中，这表明弱冲击波的速度趋近于声速。但在电磁流 
体力学中，弱冲击波可以有两种不同的傳播速度（％和处)®。 

我們更深入地来硏究一下弱冲 击皞， 幷且了解一下其中的各 
个量在那一方向上改变。把方程 （54. 4) 展开为压强和熵的跃变値 
的幂級数，我們 得到® ) 

T(s 2 —(pa — Pi ) 3 — 

— 一丑 u ) 2 . (54. 6) 

气体通过彡中击波时，气体的熵只能增加：心>〜。但按照热力 

学不等式，有 d ) < o , 而导数 (0 乂对这里所涉及的每种媒质 

均为正的。因此，从（54.6)式_出，从条件，可以得到不等 
式仍>扒，因而厂 2 <1^。由此可見，和在通常的流体动力学中一 
样，冲击波是压 縮波。 这結果在这里虽然是对弱冲击波证明的，但 
看来对任何强度的冲击波也都是正确的。 

对弱冲击波而言，我們还可以对磁場的改变方向作出一定判. 
断。 当气体 状态受到小扰动时，各个量的变化由 （52 8) 和 （52. 9) 
式相互联系起来。对变化 Sp = / o 2 — 爪和 S (的二 lP t2 - Hh , 我們 
得到 

S(Ht) = 87r8p(u 2 — Uo)^ 

因为 和[参看 (52. 15) 式]，而按照上面所述，总是 
8 p >0, 子是我們看出，在两种不同的弱冲击波內，丑？因而也是 

H ^ = m + Hl 的改变方向各不相同。在以速度〜％傅播的波內， 

，| 

磁場加强，而在以速度〜 m 3 傳播的波內，磁場烕弱。 

① 以速度則傅播的扰动，按其特征，相应于旋轉間断，如前一节所指出的。 

② 参閱“連續媒质力学”第二販，§83。 




§ 54. '冲 击波 


319 


我們現在来硏究弱磁場內的冲击波，也即是假定在間断两側， 
fi 2 «C/^ 2 。 此外，我們对全部量的跃变値不附加任何的 限制； 特別 
是磁場的跃变値可以和它的总値相比較。 

在这里仍然有两种可能性。假定密度和压强的跃变不很小， 
于是在第一近似內，我們可以略去 （54.,4) 式內的最后一項，以及略 
去 （54 3) 式內的磁場。因而我們又得到通常的流体动力学公式。 
由此可見，各个热力学量的跃变値之間的关系和冲击波的傳播速 
度，将和通常的冲击波时的相同。.磁場变化可从关系式 （54. 2) 求 
出。因为等式右側为場的三級小量，因呵左側也必須相同。在第 
一近似內，可以令丑由此得 


H_V 1 _ pn 

wrvrjx 


旣然在通常的冲击波內兵是 Fi>F 2 , 因而我們/看到，在我們所硏 
究的波內，磁場加强。 ' ' • 

方程 （54. 2)—(54. 4) 还^許另一种可能性。場很小的假定对 
Fi = y 2 的波:，也与 （54. 2) 式是相容的，而/是一个二級小量，等于 




HI 

4 VF ， 


(54. 7) 


式中的共同値。从 (54. 3) 式看出，令1^=^ 2 后，在 
相同的近似內，我們必須令 

P 2 — 一 8^ (丑 h 一丑 ■：!)• (54. 8) 


密度为連續的表明，可以把这种类型的冲击波看作是不可压 
縮流体內的間断。在这間断上，矢量因而 v f ) 的数値有跃变， 
但方向不变，而压强的跃变（保持密度〒变），可由 （54. 8) 式从磁場 
的跃变求出。^种間断的傳播速度为 ' 

、 ^ v nl =-jV = H n J -T—• 


奮 
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这結果完全是自然的，而且这种間断存在的必要性可以預先 
看出来。我們在§ 52內已看到，在不可压縮流体內，磁場的小扰 

动只有一种傳播速度，等于 ;7^ 。因此，小扰动的波陣面以速度 

- - 7 H A n 而移动，不論場变化 SH 垂直或者平行于 H 和 n 的 
〜/ 4ttp ' 

平面，都是一样。其中第一种情况相应于弱强度的旋轉間断（前 

一节內已討論过），第二种情况（当跃变很小时）相应于剛才所討論 

的間断。 ， 

为了査明这些間断內磁場强_的改变方向，我們来硏究还未 
利用过的方程 （54. 4)，幷把它写 k (54. 6) 的形式（推导后一方程 
时，幷沒有假定磁場的跃变値比場本身小）。将 （54 8) 式的差値 
P2 - P1 代入后，我們发現， (54. 6) 式右側第二項是場的四級小量， 
而第一項为六級小量，因而可以略去 。 从条件直接得出 

H tly 

也即是在这种間断內磁場强度减小。 

我們重新回到任意大小磁場內的任意强度的冲击波，' 我們来 
硏究两种特殊情况。設在側1上磁場垂直于冲击波的波陣面，也 
即是 Hu = 0。 于是 （54. 2) 式变成 , 

由此看出，或者 H t2 = 0 y 或者是具有任意値，而 

. 3 ~ 4 ttF 2 * 

在第一种情况下，磁場保持与問断面垂直，因而一般幷不影响冲击 
波的性质，因为它已从全部方程內消去了。在第二种情况下，我們 
遇到磁場方向改变的冲击波，冲击波相对于冲击波后面气体的傳 
播速度为 


§ 54. 冲击波 
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. T , H 

〜二 〆 2 = V47rp2 . ‘ 

另一个特殊情况是 •. 在間断面两側，冲击波与磁場方向垂直 （丑 w = 
-0)© o 在这种情况下，从 （54. 5) 式，我們得到 v, 2 = v^ 也即是速 
度的切向分量仍是連績的。因此由适当选擇坐标系，常常可以使 
. 得在突变面两側， w = 0, 也即是使气体垂直于間断面而 运动； 下面 
我們即假定如此。其次，从 （54 2) 式，我們得到 

注意到这一关系式，容易证明， (54. 3) 式和 （54. 4) 式可以写成 

3 一 FT ^， 

r • 

si -st+ Pl±£l(V z -V t )^0, 

这和沒有 i 場时的瑀常的冲击波方程不同之处只是状态方程有了 

改变，即代替眞实的方程 p=-iKF，S), 必須利用方程 S)， 

式中 ' 

1 * 

而字母&表示恒定乘积 Hr。 相应地，必須这样定义，使热力学 
关系式 — — p * 被滿足，由此得 

前一节曾經指出了同时具有切向間断和旋轉間断性质的間断 
是存在的。这些間断对冲击波也有相似的关系。冲击波和旋轉間 
断間的过渡間断是这样的間断，其密度不变，而磁場的改变为 
变号。’冲击波和切向間断間的过渡間断是这样的間断，其〜= 0 

①当厶 rt = 0 时，总共只有一种冲击波，这相应于两个速度和奶中有一个变 
为零， W 3 为零的小扰动，相当于弱切向間断，屯相对于流体本身是靜止的。 
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和丑％-=()，而 H : 的数値有任意的跃变>但方向不改变。 

結束前面两节关于电磁流体力学中的問断的 硏究， 我們在这 
里再一次列出它們的不同 类型： 

1. 接触网断: 

j = 0, { vj > =0 ? {「}羊0, { p } ^=0, H n i =0 y = 

2•切向 間断： f 

j = 0 y {v,}^0, {V} ^0 ? {p+^-|=0, H n = 0 y {H f }^0. 

3 •旋轉 間断： 订 

j _0,（ v s }_0, { V } =0, { p } = 0, H n ^=0; 

矢量 Hf 迴轉但数値不改变。 

4. 冲击波： 

i ^0 ? { V } 羊 0;矢量 H ” H 2 , n 共平面。 

在这四种間断类型中还存在过渡情况，如 下图： 



§55. 导电流体湍流运动时的自发磁場 


导电流体的湍流运动具有一种奇异的性质：它可以引起相当 
强的自发磁場。在导电流体內常常存在由流体运动以外的因素所 
引起的小扰动' 幷且伴随着产生微弱的电場和磁場。問題在于: 
这些扰动以后的行为如何？也即是由于湍流运动的結果，这些扰 
动平均說来随时間加强述是随时間减弱？下面所提出的設想指 
出，按照流俅本身的性质，两种可能性都可能发生②。 

磁場扰动一旦产生后随时間 变化的 过程，取决于两种物理因 


①例如，流体旋轉部分出現磁机械效应或甚至热起伏。 
@ 这一节所叙述的貊果是巴契罗尔提出的（1950)。 
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素的作用。一方面，由于磁能轉变成感应电流的焦耳热，磁能发生 
耗散，使磁場减小。另一方面，由于磁力綫“伸长”而产生的特殊电 
磁流体力学效应，又使磁場趋向于增加。§ 51末曾經指出，当导电 
性强的流体发生运动时，磁力綫也和“流綫”一样运动，而且在磁力 
綫每一点处，磁場强度与硪力綫的伸长成正比地改变。但是在湍 
流运动中，任何两个相邻的流体粒子，平均說来随时間流逝而散 
开。結果磁力綫伸长，而磁場加强。 

我們現在来证明，在适当的条件下，这两种相反的趋势可以相 
互抵銷，因而我們就得到一种判据，可以确定磁場扰动在那种情况 
下增强，而在那种情况下衰咸。 

只要流体运动所产生的磁場相当微弱，我們就可以略去磁場 
对流体运动的反作用。換句話說，我們得到純粹的流体力学揣流， 
它产生一种“本底”，在这本底上形成磁扰动。我們假定湍流的速 
度場在湍流理論所指的意义上是稳定的，也即是說它的平均特征 
保持不变 ®。 • 

从数学上說，上述忽略反作用不計表明，在运动方程 （51. 13) 
內，我們可以略去場的二次項，也即是又回到了通常的納維-斯托 
克斯方程： 

( vV ) v == -▽吾 +vAv 

(假定流体是不可压縮的）。如果把項 （ vV ) v 变換为 

2 

• ( vV ) v 二 grad 吾一 [ vrotv ]， 

然后把作用到这方程的两側，于是我們得到 

^^== rot [ vn ] (55. 1) 


①注意到是指对与湍流咏动周期同数量級的时間間隔求平均，伹当然，这周期 
小于全部的观察 时間。 
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式中为簡单起見，引进了符号 fl = | ratv 。 

2 

把这方程与 （51. 2) 式 比較： 

+7^— AH ， (55. 2) 

dt 4 mr 

它确定磁場随时間的变化（当速度分布保持不变）。我們看出 ， n 

c 2 

和 H 滿足同一形式的方程，如果^ = 則这些方程完全相同。 

47TCT 

因此,在后一种情况下， （55. 2) 式存在这样的解，其中 

常数 (55. 3) 

由此可見，如果、 

^ = (55. 4) 

47TCT 

則可以存在稳定的磁場（按照“稳定”一詞的本义）。当 （55. 3) 式內 
的常系数取任何値时，这磁場平均說来旣不衰咸也不增强。可以 
說存在随遇平衡，在这种平衡下，上面所指出的影响磁場变化的两 
个因素，恰好相互抵消了。 2 

由此明显看出，如果流体的电导率大于#，則电磁能量的耗 

散損失将不足以抵消由磁力綫伸长所引起的磁場的增加。这样一 
来，我們得到不 等式： 

(55.5) 

它是小的磁扰动增加时引起产生自发磁場的条件 ®。 . 

可以說，这是湍流运动相对于无穷小磁扰动不稳定的条件。 
値得注意的是，这个条件的成立可能是定量的，幷不只是在数量級 

①条件 （55.5) 是很产格的。例如，就汞来說 O 310 W 秒-1，！/ = 1.2.10-3 
厘米 V 秒)，（55-5)式左側的置仅为1.5*10^。因为0■和1/分別随电荷和质量的载荷 
体的平均自由程而增加，因而条件 （55.5) 例如在色球、日冕和屋际电离气体內可以 
被滿足。 
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条件 （55-5) 作为磁場增加的判琚，只要推导它时略去磁場对 
流体运动的反作用是芷确的，則 （55. 5) 式也是正确的。磁場的增 
加将一直継續到建立一定的稳定状态，这时已不能再略去磁場的 
反作用。虽然，严格說来，在这种状态內，湍流的純粹流体力学性 
质已不和原先的相同，但是这种情况对求出所建立的磁場的定性 
分布及其数量級，幷不重要。 

容易看出，磁場的分布必須和湍流分布《相类似。实际上，从 
直观的观点看来， n 是空間一定点处流体的轉动角速度。因为破 
力綫和流体一同运动，因而矢量 H 也以相同的角速度轉动。所 
以，如果在湍流的任意两点上， n 的瞬时値平均說来是互不关联 
的，則这两点处的矢量 H 也互不关联地轉动，因而它們的相对驭 
向也随时間完全无序地改变。 

为此，我們提醒一下湍流的某些純流体力学性质 ®。 湍流运 
动可以看成是不同大小的“湍流豚动”的集合，从最大的“外尺度” 
Z 到最小的“內尺度前者等于一个特征长度，这长度确定了 
发生湍流运动的区域的大小。后者給出一个距离的数量級，在这距 

W 

离上粘度和由它所引起的能量耗散会变为重要的。、可用？和整 
个湍流运动的雷諾数汉〜_来表示 W 的数量級等千距离 I 上平 

均速度改变的数量級)，或者用1克流体在1秒內所耗散的能量 S 

0 

来表示, sp 表示成 下式： ^ • 

x o -(-4 Y 〜- (55. 6) 

① 应該指出，上述理由虽是可信的，但不是巳完全证明了的。例如澤耳 

多維奇巳证明，它显然不能应用于所假定的“二維”湍流情况 
31,154,1956) 0 ， 

② 参間“連嫌媒质力学”第二版§§31—33。 
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在相距人的两点:/和2处的速度 Vi 和7 2 的关联，基本上取 
决于 X 尺度的豚动。按照柯耳莫戈洛夫-阿布荷夫定律，对于 
入:的距离，我們得到 

_ 9 , 

i\ViAV h oo}J^ 

式中 Av = v 2 — Vb 在的距离上， 

由此容易求出角速度的关联。因为分畺^^和^^可以分別用 Vl 
和 v 2 的导数来表示，因而将 AVi ~ Av u 对点 i 的坐标求微分一次，再 
'对点2的坐标求微分一次后，我們得到 

入一吾，当人》 Ao ， 

常数，当入《入 ()• （ 、 ） 

这些公式指明只在达到〜 X 。的距离处，角速度的关联才占重要，而 
在更大的距离时，这种关联很快地咸弱。 

根据以上 所述， 自发磁場的分布具有相同的特征。它只在 〜 M 
綫度的空間內有关联分布。在更大的距离上，矢量 H 的相对取向 
实际上完全是无序的。 

由算甲完全运动 方程： 

( vV ) v — — + ^ A v — [ HrotH ] 

dt P A.TTp 

內的各項，現在很容易求出磁場的数量級。旣然矢量 H 在〜 、的 
距离上完全改变方向，因而方程右側最后一項的数量級为 

47T/> 入 0 

另一方面，我們来計算 ( V \7 )V 項。对于 X 尺度的豚动，它的数量級 
为# ，式中 A 为在\距离上的速度变化。但是按照湍流理論中熟 
知的公式，我們有 
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最后，比較两項的 大小，我 們得到 

//^〜 4：7 rpv \^ (55. 9) 

按照 (55. 6) 和 （55. 8 )，％〜 wR —* 〜（郎）\因此，也可以写为 

H 爻〜〜 4：rrfJ \/ sv. (55. 10) 

v R 

这些式子亦确定了启发磁場的数量級。有趣的‘是将磁場能与 
流体的湍流运动能进行比較。大家知道，后者基本上集中在尺度 
最大的豚动內（尺度为〜其数量級为 pu \ 磁能基本上集中在 
小尺度〜 Xo 的“磁豚动”內。根据 (55. 9) 式，磁能可以和相同尺度 
的湍流的动能相比較， 但 是根据 （55. 10), •它 小于总动能。这些論 
断吏精确的数学表述是：如果 把速度 和磁場的空間分布展开为傅 

立叶积分，則动能基本上集’中在包含小波矢量&〜 | 的譜分量內， 

^ 而磁能則集中在包含大波矢量+的譜分量內。 

入0 

在湍流运动中，能量不断地从大尺度的'脉动傳到小尺度的豚 
动，幷且实际上沒有任何耗散。只在入0尺度的豚动內， 这“ 能流” 
才发生耗散。当磁場不存在时，耗散的机构完全是由于流体的粘 
滞性。在本节所硏究的导电流体的湍流运动中， X 。尺度的豚劲內 
的能量，一部分由于流体的粘滯性而引起耗散，另一部分由轉变为 
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磁場能，然后变成焦耳热而耗散。 

我們現在来計算建立稳定态所需的时間，为此，我們来硏究 


(55. 2) 式，其右側两項的数量級分別为， 

Hv u = 一 c^H 

入 o Xq Kq 47 rcrA § 


旣然我們已知道随遇平衡存在的精确条件 （55. 4)， 因而我們也可 

知道这两項內的系数間的精确关系式，幷且可写为 

3丑一 / c 2 \H 

Tt\ v ^T^)W • 

由此看出，小扰动按指数定律随着时間而 增加： 、 

!( 一! ^)赴 ■ 


exp 


(55. 11) 


如果^ ^>>1, 則簡单地有 e 4 。于是初始小扰动〜孖。扩展成为、 


(55. 10) 式的稳定場丑的时間 r 的数量級为 


r 〜 v In ^T~{f) in £ W "* " (55 . 12) 

在湍流运动中，磁場随时間无序地改变表明， H 对时間的平 
均値变为零。換句話說,在我們所硏究的情况下 i ： 也即是在容許有 
自发磁場的条件下），不为零的平均磁場的存在是与湍流不相容 
的。这一性质必然导至，在湍流运动的流体上（在有限体积內）加 
上不十分强的外磁場，則該流体的行为就和超导体一样。因而相 
当强的磁場（丑 2 >/^ 2 )必然会透入到流体內，从而“压制”着溫流。 



第九章电磁波方程 

\ 

§56. 色散不存在时电介质內的場方程 

在§ 45內我們曾写出了金屬內的交变电硪場 方程： 

rot H = rot E =(56. 1) 

c o dl 

这些方程当場变化相当“慢”时是正 确的： 場的頻率必須使相应于 
定态情况下的 j 对 E 和 B 对 H (如果后者一般說来是重要的話） 
的关系仍然保持正确 ®。 

現在我們轉到硏究电介质內交变电磁場的类似問題，幷且表 
述出适用于某些頻率的場方程，在这些頻率时 D 和 E 以及 B 和 
H 間的关系和在恒定場中相同。如通常的情况，如果这种关系是 

簡单的比例关系，則上述的条件表明，可以假定 

D = ^ E , (56. 2) 

其中 s 和并为靜态値。 

如果頻率和引起物质电极化或磁极化的分子或电子振动的本 
征頦率相近，則这些关系式就遭到破坏（或者說， 5 和 M 出現色散） 
这些頻率的数量級与物质的种类有关，幷且在很寬的范圍內变化。 
对电現象和磁現象,这頻率的数量級也可能完全不同⑧。 


①条件 Z«X 与 (56*1) 式的有软性无关，对第七章內所硏究的問題，这 条件的 
意义是:可以容許忽略导体外的場內的滞后效应。 

'②例如，在金刚石內，电极化是由于电子引起的，€的色散只从光譜的紫外区幵 
始，在像水这祥的极性液体內，极化是由于具有 削性偶 极矩的分子的取向所引起的，而 
且€的色散从類率 w 〜: ion 并始（也•卽从厘米波段开始 ） <> 在铁磁物质內， M 的色散幵 

始得还要早些。 •’ 
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在精确的微观的麦克斯韦方程內，直接用平均値 E 和 B 代換 


e 和 h , 我們得到 方程： 



divB = 0, 

(56. 3) 


rot E = —-^— . 

c dt 

(56. 4) 

因此， 

这些方程在任何条件下都是适用的。 

对精确的微观方程 

dive = 

= 4 ttp 求平均値，我們得到 方程： 



div D = 0 ? 

(56. 5) 


(参閲 §6), 而且只利用了导体的总电荷等于零这一条件。十分显 
然，这种推导和§ 6內所假定的場的靜态性质完全无关，因而方程 
(56. 5) 在交变場內也是正确的。 


对精确方程 

roth =^|? + —pv (56. 6) 

c St c 

求平均値，还可以再得到一个方程。由直接取平均得出 

rot (56. 7) 

c dt c 厂 

但是对与时間有关的宏观場,要得到平均値与前面所引入的量 
之間的关系，則是相当因难的。比簡单的是不直接求平均値，而 
利用下面更为形式的方法来求平均。 

我們暫时假定;在电介质內放入了体密度为的外电荷，这 
些电荷运动时产生“外”电流而这些电荷的守恒由連績性方程 
表示： ' 

等^ + div j 外= 0. 

于是代替 （56. 5) 式，我們有 

div D = 4 irp ^ 

[参閱 （6. 8)]。将这等式对时間求微分，幷利用連續性方程，我們 



得到 
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~ divL > = 4 丌 - = 一 4vr div 

<7l at 


div + 47rj 


由此得出，在符号 div 下的矢量可以写成另一矢量（表示为 cH ) 的 
旋度 形式； 于是 


J.TT '4 tt • f 1 9D 
rotH = —- ^ 


(56. 8) 


在物体外，这些方程必須与眞空內的精确的麦克斯韦場方程 
相同，这相应于矢量 H 等于磁場强度，在物体內，在靜态情况下， 
电流 h 和磁場的关系式为 


式中 H 为§ 27內所引入的量，幷以一定的方式和平均場强 B 联 
系起来由此得出，在頻率趋近于零的极限情况下， (56. 8) 式內的 
矢量 H 等于靜态値 H ( B )， 而我們所假定的場的变化“很慢”表明， 

对这样的交变場，相同的关系 H ( B ) 有效。由此可見， H 变成完全 
确定的量，在消去輔助量心以后,我們最后得到方程： 

rot (56.9) 

c dt 

对电介质来說，这个方程代替了金屬內的場方程 (56. 1) 的第 • 
一式。可能会认为，对于金屬內的交变場，在这个方程內还必須計 

* t 

及含有导数•的項，也即是写为 

rotH — +— (56* 10) 

c c dt 

其中系数 s 为常数。 ' 

但是对于良导体（眞正的金屬），这一項的引入是毫无意义的。 
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(56.10) 式右側的两項实质上是展开为場頻率的幂級数的头两項。 
旣然假定了后者很小，因而考虑第二項充其量也只是表明 引入了 
一个小修正項。实际上，它甚至还沒有这样的意义，因为事实上， 
在金屬內，对場的空間分布不均匀 性所引 起的修正項，要比对頻率 
的修正項更早地显示出来（参閱260頁上的底注）。 

但是对特殊的一类物体，即不良导体， (56. 10) 式可能有意义。 
由于某种特殊原因（半导体內傳导电子很少、电解质溶液內离子的 
迁移率很小），这些物质的电导率非常之小，因此，在 cr 和 s 还可以 
认为常数的頻率下， (56. 10) 式右側第二項可以和第一項相比，或 
者甚至超过第一項。在单色場內，第二項与第一項的比値为 


SO) 

4rrcr 


如果这比値很小，則物体的行为和电导率为^的普通导体相同。 


当頻率■时，物体的行为和介电常数为 s 的电介质相同。 

S 

在 S 和 A 为常数的均匀媒质內，方程 （56.3)—(56. 5) 和 
(56. 9) 变成 

di v E — 0, div H — 0, (56. 11) 

rotE = - , rot H = — (56，12) 

C ot c Ob 

按通常方式从这些方程內消去 E (或 H )， 我們得到 

, . „ s 3 m fjis 9 2 H 
rotrom = - ^rotE= ^ 


因为 rotrotH = graddivH — AH — — AH ， 于是我們得到波方程为 

曝 

吵 3 2 H — n 


AH 一 


C 2 dt 


由此看出，在均勻的电介质內，电磁波的傳播速度为 

C 




(56. 13) 
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在电介质內，电磁能通量密度由和金屬內相同的公式 給出： 


S = -^[ EH ] 
4tt 


(56. 14) 


在計算出 divS 后，这很容易证明^利用 （56/4) 和 (56. 9) 式我們 


得到 


<iivS = -^(H rot E-Erot H) - 一 - 

47T 47T \ 


㉗ 


嘌) 


du 

aT 


(56. 15) 


这和密度和熵保持不变时电介质的內能微分式 


dU 


4 tt 


(E^D + HcfB) 


相同 


大家知道，由于相对論不变性的普遍要求,能量通量密度必須 
和場动量的空間密度相等（除差因子 c 2 外)因此后者等于 


占 [鹏 


(56. 16) 


在求交变电磁場內电介质上所受到的力时，特別应該考虑到 
这种情况。利用应力張量可以算出力 f (屬于糸位体积）为 

■p _ 3cr ilc . 


/i = 




伹是这时必須考虑到为动量流密度，它包括物质的和电磁場 
的动量变化。如果把 f 理解为只作用在媒质上的力，則从上述的 
表达式內还必須减去場单位体积的动量变化： * 




(56. 17) 


在恒定場內，最后一項等于零，因此以前沒有发生这一問題。 

由于場变化很“慢”，对于应力張量，可以应用前面对恒定場所 


①这是四維能量-动量張量对称性的必然結果，参閲“場論”第二版， §31. 
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得到的表达式。例如，在液体介电媒质內，为电部分 （15. 9) 和 
磁部分 （34. 2) 之和。 

但是将这些式子对坐标求微分时还必須注意到，代替恒定場 
(电流不存在）的友程 rot E = 0, rot H = 我們現在要用方程 
(56. 12)，由計算得到下面的 結果： 

+▽卜 ( f ■乂罰十^ 1 1 [eh] * (56 - 18 > 

§57. 运动电介质的电动力学 

媒质的运动引起电場和磁場发生相互作用的現象。对于导体 
內的这种現象，已在§49內硏究辻了。現在我們来硏究电介质內 
的这种現象。这时实际上所指的是存在外电場或磁場时在运动电 
介质內所发生的現象。但是应該着重指出，它們与由物体本身运 
动产生場的現象，沒有任何共同之处（后者已在§§35和50內硏究 
过了 ) 。 . 

§ 49內的出发点是从一坐标系变換到另一坐标系时的場变換 
公式。 这时，我 們只要知道眞空內的电場强度和磁場强度的普通 
变換公式就够了，由对这些公式求平均，就直接得到 E 和 B 的变 
換公式。在电介质內，由于描写电磁場的量数目較多，因而問題也 
要复杂 得多。 

在宏观物体的运动中，实际上只涉及比光速小得多的速度。 
但是为了得到相应的近似变換公式，最簡单的仍是根据适用于一 
切速度的精确的相对論公式。 

大家知道，在眞空內的場的电动力学中， 电場也 度矢量 e 和磁 
場强度矢量 h 的分量，实际上是二秩的反对称四維張量（4_張量) 
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的分暈①。旣然 E 和 B 为 e 和 h 的平均値，因而对四維張量来說， 
情况也相同」这样一来，我們有一个4-張量其分量为® 

( 0 — %E X 

一 B a 0 — iE y 

By ~J3x 0 — iE % 

% E X % E y iE ， 0 

利用这个張量，可以把第一对麦克斯韦方程 

div B = 0 ， rotE= — — 

c 3t 

写成四維形式： 

. ^ F]qi dFu 

由此閛明了这些方程的相对論不变性，应着重指出，因为是在精确 
的微观的麦克斯韦方程內直接用平均値 E 和 B 代替 e 和 h 而得 
到这些方程的，因而十分明显， (57. 2) 式也可以应用于运动的 
物体。 、 

第二对麦克斯韦方程： 

divD = 0, rot H — — (57. 4) 

在运动媒质內也仍然保持相同的形式。这从前一节的討翁可明显 
看出，那里只利用了运动物体和靜止物体所具有的共同性质（例如 
总电荷等于零 h 但是这时 D 和 B 与 E 和 H 間的关系，不必和靜 
止媒质內的 相同。 

K 

由于方程 （57. 4) 无論对靜止物体或运动物体都是正确的，因 

f 

而在洛偷茲变換下应保持其形式不变。对于眞空內的場，矢量 D 


① 参閱“湯論，，第二版，§§22,25。 

② 在本节正文內（不包括例題）張量的下角标取的値为1, 2, 3, 4,这相应于四 
維坐标 ： — X . l = y , OCzr^Zy ^4,-^ ict a 


(57. 1) 

( 57 . 2 ) 

(57. 3) 
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和 H 与 E 和 B 相等，因而第二对麦克斯韦方程的相对論不变性表 
跳 利用同一張量^也可以将它們写成四維形式 : Fi ^ 


= 0®。因此，十分显然，为了保证 （57. 4) 式的柑对論不变性，必須 
使矢量1>和 H 的分量实际上和4-張量的分量一样变換，这張量 
的构成完全和張量相似，我們把这張量表示为 H iJO ： 



利用它， （57. 4) 式可以写为 




(57. 5) 


(57. 6) 


在說明了 E 、 D 、 H、B 的四維張量的特性以后，我們同时也就 
知道了从一参考系变換到另一参考系时这些量的变換定律。但是 
我們感兴趣的与其是这个变換定律，而无宁是运动媒质內这些量 
的相互关系，它們推广了适用于靜止媒质的关 系式： 

D = sE 和 = / xH . 

我們用抝表示媒质速度& 4- 矢量； 它的分量和三維速度 v 的- 


关系为 



我們可以从这4-矢量和4-張量1?^与組成这样的組合，它們 
在靜止媒质內变为 E 和 D ; 而4-矢量和 HijoUjQ 就是这样的 
耝合； 当 v = 0 时，它們的时間分量变为零，而空間分最分別变为 E 

① 参 閲“場論^第 二版，§ 29。 
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和因此，十分明显，等式的四維推广为 ® 

sFiioUio . (57. 7) 

由类似方式可以证明，关系式 B = 的推广是四維 方程： 

F + FjoiUi 4- FnUjo = fx (仏；^+ Hloi^i + H , (57. 8) 

、从四維表达式重新变換到三維形式，可以从这两个方程得到 
矢量关系式 

- t>+|[vH] = <E + |[vB ])， - 

(57, 9) 

B + +[Ev] = /x(H + |[Dv]> 

这些公式最先由 r . 閔可夫斯基 （1908) 导出，在对速度値尙未作任 

何假定的意义上，它們是很精确的。假設 比値+ 很小，除差一次項 
外，对 D 和 B 解这些方程，我們得到 

D =8 E + -^^[ vH ], (57. 10) 

c 

+ -[ Ev ], (57.11) 

c 

〆 

终些公式和麦克斯韦方程 （57. 2) 与 （57. 4) —起，构成了^动电介 
质电动力学的基础。 

麦克斯韦方程的边界条件也有1些改变。和前面一样，从方 
程 divD ==0 和 divB 二 0，得到感应强度的法向分量的連績 性条、 

件为. 

★ 

乃 nl 二:乃 n 2, B n x — (57. 夕 

从靜止参考系 K 变換到与物体的給定面元一起运动的新参考 

■a 

① 应該注意到在写出只包含速度局部値的关系式时，我們巳略去了可能存在速， 
度陡度所引起的弱效应(例如迴轉磁效应，参閱§ 35)。 

② 如果在靜止媒质内，关系式 9 = £ E 或 B 二 M H 中有一个不鉍*，則在关系式 
(57.9) 內的相应式子必須用等式两側两个矢量和之間的另一函数关系来代替 • 
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系 K % 可以非常簡单地得到場的切向分量的 条件； 将物体面元的 
运动速度（沿法綫 n 的方向）以、表示。于是在参考系內，通常 
的私和 H 〗 为連續的条件是正确的。按照相对論的变換公式©， 
这些要求和矢量的切向分量的下列連續性条件 等效： 

E+ 去 [vB ] 和 H-|[vE)]. > 


把它們投影到垂直于 n 的平面上，幷考虑到等式 （57. 12), 我們得 
到所求的边界条件为 


€/ 

[n, H 2 — 氏 ] = - > (13 2 - Di) • 

c 


(57. 13) 


如果把 （57. 10)—(57. 11) 式代入: h 式，，幷略去 j 的高次項，于 
是我們得到 


[n ， E 2 — E! ] = # (蜘 _ Mi) H ,， 

[ n ，H 2 —HJ = — - 幻） 

c 


(57. 14) 


在这种近似下，在等式右側可以不必区分分界面两側的 H 和 E 


値。 I - 

如果物体运动时物体表面在垂直于其本身的方向不发生移动 
(例如旋轉体繞其軸轉动），則〜= 0。•只在这种情况下,，边界条件 
(57. 13) 或 (57.14) 才变成 E t 和 Ht 为連轉的通常条件。 


例 顧 

1,設介电球在均匀的恒定磁場泠內勻速轉动（在眞空內），試求球周圍 

. ♦ 

所产生的电場。 . 

■a 


①参閱“場論”第二版§23 
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% 在計算所产生的电場时，必須把磁場取为和球靜止时的相同，因为 
考場变化的反作用将引起更髙次的小修正項 o 球內的磁場为均勻的，幷 


等于 




2 +m 


[与 （8. 2) 式比較]。 

由于轉动是稳定的，因而所产生的电場恒定不变，和任何恒定电場一样， 
它具有場势- grad 〜球外的場势滿足方程 A/r = 0, 而球內的場势滿 
足方程： 


A 9 H) = 2 


( 1 ) 


式中 n 为轉动角速度[在 divl >==0 內代人 (57.10) 式的》，幷令 v = [ l ? r ]， 
卽得到这个方程]。在球面上， D 的步向分量的連續性 条性为 

* J I 1 〜/ ——、、— 




a{nH ( ° - ( cn )( H Ci ) n )} 

r 嫌 a 


( 2 ) 


式中 《 为球的半徑， it 为 r 方向的单位矢量 。, 

由于球是对称的，所求的电場決定于两个恒定矢量： D 和铪。从它們的 
分量，可以构成对总和 n 为綫性的标量总 n 和張量 

2 

对角項 之和等于零。与此相应，我們求得球外的場势为， 




Pjfc 竹 i 竹 k 

I "7^ 


(3) 


式中 Afc 为恒定張量（而且认产 o ) ; At 为球的四极电矩張量①。9> (6) 內沒 
有常数 " 形式的項，因为这一項給 m 穿过球面的不为零的总电通量（但球是 
不带电的）。球內的場势为 


9 (i) = ^5 D ik mn k + (r 2 -《 2 )• 


£/* — 1 


(4) 


第一項为齐次方程 a 9 = 0 的解，而其中系数的选擇应保证球面上的場势(以 
屎 E *) 为連續的。将( 3 )和（ 4 )代人( 2 )內，我們得郅 


Di ^ - 窗盖巧(◎仙+给仙_音知^) • 


(5) 


①参閱“場論”第二版§40 
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由此可見，在轉动球周圍所产生的电場是四极子性质的，而且球的四极矩由 
公式 (5) ①給出。特別是，如果球繞外場的方向 O 軸）轉动，則 Da 只有对角 
分量： 

Dge= 一 ^ ( 3+^|£)(2 + m ；^ Q, D ^^ = D vv = - 

2. 設磁化球繞平行于磁化方向的軸轉动(在眞空內）。試求球周圍所产 
生的电場②。 • 

解. 球內的磁場是均勻的，而且可以按照方程 B W +2 H W = 0 [比較 
(8.1)] 和 B ⑷ 一 H ⑴ -4 ttM 用恒定磁化强度 M 来表示，由此得 

B u > = ^ 

o o 


(57. 9) 式的第二式在現在的情呪下不成立 （ 由于对靜止的铁磁体，公式 B 
- MH 不适用），而从第一式，在球內我們有 

D = £E+ — [ vB] - —[vH] = £E + 47r( ^f 士 

C C v>C 

♦ 

在球外所产生的电場势滿足方程 A 9 ce >- a , 而在球内， 

⑴ 一 8? r (2£+ l ) 


A 穸 


3 c £ 


ua 


在球面上 ，队 連續的边界条件为 


— £ 


9孓 


u ) 


dr 


4-7 T ( 2 £ +1 ) 


aC^Msin 2 8 




■ =cl * 3c dr 

式中 0 为法綫方向 it 与 n 和 M 方向 O 軸方向）間的 夫角。 于是求得 9 (e) 和 
$ (<) 的形式为 

Dijc^i^Jc Dzz 


9 


9 


2 r 3 


4 r 3 


(3 cos 2 tf — 1)， 


( i ) 


gz^GcosM —l) + ^||^MQ(r 2 — 《 2 ), 


从边界条件得到轉劲球的四极电矩的表达式为 

4(2£ + 1) 


T > z . 


3 c (2 e + 3 ) a 


2 Q ^, Dxx^D 


vv 


2 


D z 


Z7 


① 与此类似，在均勻电場內轉动的球周圍产生四极磁場。这时球的四极磁矩由 
(5) 式改变正負号，并分刖以代換6 、 P , 砮而得到的公式求出。 

② 如果磁化方向和旋轉軸不相合，則問題的提法完全改变，因为球向周圍空間 
发射电磁波。 
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A 为球的总磁矩。对金屬球，必須令^ 30 ,于是 

Dzz ^ 一 ^Q yfla 2 • 

§58. 介电常数的龟散 . 

我們規在来硏究快交变电磁場这一非常重要的問題，这种場 
的頻率不必小于建立物质电极化和磁极化的特征頻率。 

随时間而变化的电磁場，也必然是随空間而变化的。在頻率 

为0时空間的周期性由波长决定，波长的数量級为人〜|。当頻率 

再增加，最后 X 变成与原子綫度》同数量級。在这种情况下，場的 
宏观描写变成不可能3 

为此可能发生这样的問題：一般說来,是否存在一个頻率区 
域，在这区域內，一方面已出現色散現象，另一方面仍然容許宏观 
的硏究。容易看出，这样的区域是必須存在的。在物质內建立电 
极化或磁极化的最快的机构是电子机构，其弛豫时間为原子时間 

的数量級其中 a 为原子的綫度，而 r 为原子內的电子的速度。 
v • 

但是由千因而相应于这时間的波长人〜^仍然大于《。下面 

我們假定的条件滿足 ®。 但是应注意到，这条件不是充分的： 
金屬在低溫时存在一个不能应用宏观理論的頻率区域，尽管不等 

式1：»«仍被滿足（参閱§ 67)。 

OJ 

下面所叙述的形式理論,在同样程度土适用于金屬和电介质。 
当頻 率相应于原子內电子的运动（光学頻率）或者更髙的頻率时， 
金屬和电介质在性质上的定量差別，实际上已完全消失。 

①对小比値 2 ■的以下幂士的項所引起的效应（称为自然旋光 性)， 将在 § 83 內 

入 

硏究。 
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从§ 56的討論看出，麦克斯韦方程的 形式： 

^ divD = 0, divli = 0, (58. 1) 

rotE -=- 丄 rotH =^-^- (58. 2) 

c dt c dt 

在任意的交变电璐場內仍然不变。但是这些方程在很大的程度上 
是沒有內容的，除非其中所包含的諸量 D , B 和 E , H 之間已建立 
了一定的关系。在我們現在所 fF 究的髙頻率下，这种关系和适用 
于靜态情况与色散不存在时应 用于交 变場的关系，无任何共同 
之处 o 

首先这种关系以前所 具有的一个基 本性质一 D 和: B 单値地 
依賴于同一时刻的 E 和 H 値 —— 已遭到破坏，在任意交变場的 
普遍情况下，某一时刻的 D 値和 B 値，幷不是只由同一时刻的 E 
値和 H 値来决定。相反地可以断言，某一时刻的 D 値和 li 値，一 
般說来， 依顆 于以前时刻的函数 E ( f ) 和 H («) 的値。这种情况表 
明，物质电极化或磁极化的建立， “ 来不及”赶上电磁場的变化（这 
时引起物质的电性质和磁性质来发生色散現象的頻率，岢以完全 
不相同）。 

在这一卞內，我們討論 D 对 E 的依賴关系，至于物质磁性质 
的色散特征，将在§ 60內討論。 ， 

在§6內，曾按照定义 - divP 引进极化矢量 P ， 式中 P 为 
物质內电荷的眞正密度（微观密度）。这等式表明整个物体是电中 
性的，幷由它（和物体外的条件 P = 0) 可以 证明: 物体的总电矩等 

于积分 j * P 祝。十分显然，这种推論在同样程度上适用于交变場和 

恒定場。由此可見，在任何交变場內，包括存在色散的情况，矢量 
P =^( D - E ) 都保持着为物质单位体积电矩的物理意义。 

47T 

在快交变場內，实际上常常遇到的是較弱的場强。因此，可以 
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假定 D 和 E 的关系是綫性的①。 D («) 粕以前时刻的函数 E .(0 的 
値間的最普遍的綫性关系可以写成积务 形式： 

oo 

E ) (0 = E (0 + j /( r ) E (<- r)dr (58. 3) 

* o 

(由于下面所闡明的原因，可以方便地分出 E («) 項）。式中 /.( r ) 为 
时間的函数，与媒质的性质有关。按照与靜电公式£> = ^£的类似 
性，我們把关系式 （58. 3) 写成算符 形式： 

D = sE , 

式中3为綫性积分算符，它的作用由 （58. 3) 式得出。 

任何交变場都可以用傅立叶展开式化成单色分量的集合，其 
中各个分量对时間的关系由因子給出。#对于这种場， D 和 E 
的关系式 （58. 3) 变为下列 形式： 

D= 

式中的函数定义为 

oo 

s^co) = 1 4 - (^) e i4A)t dr. 

0 

由‘此可見,对于周期場，我們可以引进介电常数作为 D 与 E 間的 
比例系数，伹是，这个系数不但与媒质的性质有关，而且也与場的 
頻率有关。 s 对頻率的依賴关系，称为它的色散定律。 

函数 < co ) — 般說来是复数，我們把它的实数部分和虛数部分 
表示为和 s ": 

8 ( o >) = e 9 + is rf ( o >). (58. 6) 

从定义 （58. 5) 直接看出， 

①这里我們理解 D 只綫性地依賴于 E , 而不依賴于 H 。 在恒定場內， D 对 H 
的綫性关系为对时間变号必須保持不变的要求所排斥。在交变場內，这一条件不存 
在，因而在物质的一定对称类型下， D 对 H 的綫性关系是可能的，伹是它是上一底注 
內所提到的与尽同数量級的小效应。 


(58. 4) 

(58. 5) 
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(58. 7) 


6( — o >) = 

在这式子內分开实数部分和虛数部分，我們得到 

（ 一 o>) = s' (cu) ， S" ( — CO) = — s"(oO• (58. 8) 

由牝可見，^是頻率的偶函数，而是頻率的奇函数。 

当頻率徂小时(与色散的起始边界乓較)，可以把函数 S ( Oi ) 展 
开为 &的幂 級数。这时偶函数 ^( co ) 的展开式內只包含偶次幂的 
項，而奇函数 s fr M 的展开式內只包含奇次幂的項。在的极 
限情况下，在电介质內，函数 8( o >) 当然趋近于靜电介电常数(我們 
把它表示为如)。因此，在电介质內, 〆 （ o >) 的展开式从常数項％开 

4 

始，而 S 〃（ C >) 的展开式,一般說来从与^成比例的項开始。 

当頻率很小时，也可以对金屬来硏究函数 SO ), 只要我們这 
样来定义它•.在极限⑴ —0 时方程 


rotH 


1 3D 


2 t 


变成导体內的恒定場方程： 

» rot H = ’可 crK. 

c 

比較这两个方程，我們看到，当 CO —0 时，导数^■必須变成 4 tt < tE 。 
但是在周期場內 ，^=-<0^ E ， 于是我們得到低頻时的 s (6 i ) 的 
极限表达式为 

(58. 9) 

Cl) 

由此可見，在导体內，函数 s ( o >) 的展开式从与 I 成比例的虛 
$ 

数項开始，这一項可以用相对于恒定电流的普通电导率 C 来表 
示① 。 S ( o 0 的展开式以下一項为实常数，伹是这个常数在金屬內 

①有时可以将函数 £<>) 的虛数部分以 08.9) 式表示（对各种頻率而言），这归 
結为引进新函数 crb ) 以代替£"0);但这种变換閹割掉了这函数的物理意义。 
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不具有像电介质內①那样的靜电値的意义。此外，还必須再指出， 
如果电磁波場的空間不均勻性效应比它的时間周期性效应出現得 
要早，則展开式的这一項沒有任何普遍的意义。 

在超导体內，常常存在由于磁場“透入深度”小所引起的显著 
不均匀性。但是現在还不淸 楚:介 电常数 S(Oi) 的槪念一般說来对 
超导体是否还有意义。 、 • 

§59. 很高頻率时的介电常数 

在0>^00的极限下，函数 sO) 趋近于1。这可从簡单的物理 
設想明显 看出： 当場的变化非常快时，引起电場 E 与咸应强度 D 
发生差別的极化过程， 一 般說来来不及发生。 

我們可以求出高頻时适用于任何物体(不論是金屬或电介质） 
的函数 sO) 的极限形式。即是場頻率必須大于物质原子內全部 
电子或至少大多数电子运动的頻率。当这条件滿足时，計算物质 
的极化可以把电子視为是自由的，从而略去它們彼此之間以及与 
原子核之間的相互作用。 

原子內电子的运动速度小于光的速度，因此电子在波的一 
个周期內所通过的距离•^小于波长1。由于这一点/在求电子在 

CO CJ 

电磁波場內所得到的速度时，可以假定电磁波場是均勻的电子的 

r 

运动方程为 

at 

式中 e 和 m 分別为电子的电荷和 质量； 由此得到 = 电子 

mcjj 

在場的作用下发生的位移 r 与 v f 的关系为+ = V;因而 

TUtOJ 

①为了避兔引起誤会，我們注意到，与§56比較，符号有一些改变。对不良导 
体，在 （56-10) 式內 eO ) 是之和。 
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物质的极化强度 P 为物质单位体积的偶极矩。对全部电子求和， 
我們得到 

2 

moy 1 

式中#为物质单位体积內全部原子內的电子数。另一方面/根据 
电咸应强度的定义， D = sE = E +4 ttP 。 因此，最后得到下面的 
公式. 

s(co ) 二 1- 冬订 ] ^ 一 (59.1) 

rruo 

这公式的应用区域，实际上从最輕元素的远紫外区或較重元 
素的倫琴射綫頻率开始®。 ， 

« 

§ 60. 导磁率的色散 

和介电常数 S ( a >) 不同，导磁率 p (6>) 当頻率增加时很快失去 
物理意义。 

为了闡明这个問―，我們来分析一下，在交变場內，量^1 = 
= ( B f _ 也 作为单位体积的磁矩的物理意义，究竟維持到何种程 

477 ' 

度。按照定义，物体的磁矩为 积分： 

2c\^ Vm P v - (60. 1) 

微观电流密度的平均値与平均場的关系为 （56. 7) 式： 

rot 15 = pv + (60- 2) 

c 厂 c dt 

从这个式子咸去 方程： 

+ „ 1 3D 

' ^ rotH== T9T 5 

我們得到 

①为保持 eO ) 在麦兖斯韦方程內的本来意义，頻率还必須滿足条件 •. 

徂是我們以后将看到 （§99), 在高顔时也可以对 (59.1) 式添上一定的物理意义。 
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PV 


= c rot M + 


3 P 

37 " 


(60, 3) 


而且如 §27 內所示，只在条件 pv = ci ， otM 和在物体外 M 二 0 时， 
积分 （60. 1) 才能化成 flVlcZF 的形式~ 

由此可見，量 M 以及磁化率的物理意义与略去 （60. 3) 式中的 
項 I 的可能性有关。現在我們来看一看，容許这种忽略的条件可 
以在何种程度上得到滿足。 

在給定的頻率下，測量磁化率最合适的条件，是要求物体的綫 
度尽可能地小（使 rotM 內的空間导数增大）和电場尽可能地弱 
(使 P 减小)。电磁波場不滿足后一条件，因为 其中五 〜丑。因此， 

例如我們来硏究綫圈內的交变磁場，幷且把所硏究的物体放在綫 

» 

圈的軸上。电場的产生只是由于交变磁場的咸应作用。由計算 


方程 


rotE = — 


1 9 B 


的两側，可以得到物体內电場强度的数量級，由此得 到旱〜 ^或 

I C 

JE 〜 4 h , 式中 I 为物体的綫度。令 s 〜1，我們得到 

dt C 

对于磁矩 M = XH 的空間导数，我們得到 

» c rot "'一 

l 

比較这两个式子，我們发現，如果 

(60.4) 

CO 

I 

則第一項小于第二項。 

十分显然，只有这不等式容許物体的宏观綫度（至少如此），也 
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即是說，只有这个不等式和不等式不相矛盾（其中《为原子 
的綫度），磁化率的槪念才有意义。在光学頻率区域內，这条件显 

〆 

然已被破坏。实际上，在这些頻率下，磁化率常常为，式中” 

C 

为原子內电子的速度，而光学頻率为因此不等式 (60. 4) 的 

CL 

右側为〜《 2 。 

由此可見，从光学頻率区域开始，采用磁化率的槪念显然已沒 
有意义，而且在硏究这些現象时，必須令在这区域內，計及 
B 与 H 的差別，显然已过于精确。实际上，在比光学頻率低得多 
的頻率下，对于絕大多数的現象，計及 P 与1的差別就已經超过了 
精密度。 

§ 61 . 色散媒质內的塌能 

能通 量密度 公式： 

' • S = -^[ EH ] (61. 1) 

在任何交变电磁場內都仍然正确。其中也包括存在色散的情况。 
这从§29末所提到的理由可以 看出： 由于 E 和 H 的切向分量是 
連續的，因而从 S 的法向分量在物体的边界上为連續的条件即可 
得到 （61.1) 式，又从这公式在物体外的眞空內也是正确的，也可 
得 到它。 

物体单位体积內1秒內的能量变化为 divS ， 利用麦克斯韦方 
程，这个表达式变成 

—-S 口去 (E|^+HfL) (61. 2) 

[参閱 （56. 15) 式]。在不存在色散的介电媒质內，当 s 和#为实常 

数时，可以把这个量視为是电磁餡的 变化： 

« 

①任何順磁或铁磁过程的弛豫时間,显然都大于光学周期。 
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J 7 = ^-( sE 2 +^ H 2 ), (61.3) 

OTT 

这个式子具有精确的热力学意义：它是密度和熵保持不变、場存在 
和場不存在时毎单位体积的內能之差。 

如果存在色散現象，則不可能 f 这样簡单的解釋。而且在任 
意色散的普遍情况下，电磁能不能~合理地定义为热力学量。、这是 
因为色散的存在，一般說来表明同时存在着能量的 耗散： 色散的媒 
质同时是吸收媒质。 

为了求出这种耗散，我們来硏究单色电磁場。将 (61. 2) 式对 

. * 

时間求平均，我們得到稳定的能量改变，这也就是媒质单位体积內 
一秒內所放出的平均热量 G 。 • 

因为 (61. 2) 式是場的二次式，因而在計算它时必須将全部的 
量写成实数形式。如果把 E 和 H 理解为复数量（这对单色 場是方 

便的），則在 (61. 2) 式內的 E 和必須分別代以下列表 达式： 

丄 (E + E *) 和 
2 2 

幷且对 H 和 | 代以类似的式子。在对时間求平均时，含有因子 
e 伽右 的乘积 EE 和 E * E * 变为零；于是剩下 • 

Q = 各 U ，一 a ) EE * + O * - /x)HH*> * ’ 

107 T • 

^^-Ca'IEP + zx-lHl 2 ). 

•这表达式也可以写为 

^-£：(^ E 2 + M rF H 2 ), (61.4) 

式中 E 和 H 为实数場强，而短橫表示对时間求平均。 

这个重要的公式表明，辑量的吸收（粍散）由 s 和 A 的虛数部 
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分决定； (61. 4) 式內的两項，分別称为电損失和磁損失。由于熵增 
加定律，这些損失有完^确定的正 負号： 能量耗散伴随肴热量的放 
出，也即是总是 Q > 0 : 因此，从 （61. 4) 得出，对任何物质和任何頓 
率®, s 和 A 的虛数部分永远是 正的： 

s">0， 〆•'>() (61. 5) 

& 和 M 的实数部分的正負号（当 co=#0) 不受任何物理条件的 限制， 

于是V和〆可以是正的，也可以是負的。 

在实际的物质內，一切非稳定过程在某种程度上总是热力学 
上不可逆的。因此，在交变电磁場內，常常在某种程度上（虽然很 
小)存在着电損失和磁損失。換句話說，对任何不为零的頻率値， 

函数 ，（ co ) 和 ( o >) 都不会严格地为零。在下一节內我們将看 
到，这种論断具有重大的原則意义，虽然这絲毫也木排斥存在着損 
失变为很小的頻率区域的可能性。 

，和，很小（与 i 和〆比較）的頻率区域称为物质的透明 
• 区域。在这些区域內，忽略吸收之后，我們可以引进电磁場內物体 
的內能这一槪念，它的意义和恒定場时相同。 

要求出这个董，只硏究純粹的单色場是不够的，因为由于这种 
場的严格的周期性，不会使电磁能最稳定地儲存起来。所以我們 • 
必須硏究一种場，它代表頻率在某一平均頻率0)。附近的狹小問隔/ • 
內的单色分量的組合。这种場的場强可以写为 

.E = Eo(0^°S H-H 0 (O^°S (61. 6) 

式中 Ea (<)， H 0 ( O 为时間的緩变化函数 （与因子 e — ““此 較)。 


①严格 說来,这 种說法是对热 力学平衡态下 C 不存在交变場）的物体 而言， 这也 
卽是我們处 处所假定的情 況。如果物体不在热平衡态下， 則在 原理上 G 也谔以为負 
値。热力学第二定律只要求在交变 电磁潺作用下 和在与 場的序 在无关的非热力学平 
衡态 F 总熵 增加。 这种物体的一个可能妁例 f 是全部原子 可用人工方 法（卽不 在自发 
的热激发作用下）变为澈发 态的 物质。 , . 
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必須把这些式子的实数部分代入 （61. 2) 式的右側，然后我們再对 
一个周期 2 tt / co 0 的时_求平均，这周期小于因子 E D 和 Ho 变化的 
时間。 • 

(61. 2) 式內的第一項在 E 用复数表示后变为 

1 E + E * P + P * 

4 tt 2 2 

(第二項有类似的式子)。乘积 Eb 和 E * b ^ 在对时間求平均后变 
为零，因而一般不必考虑它們。这样一来，只剩下 


lt( E 


3 D 


+ E : 


9D\ 

dT/ 


⑽ • 7) 


3 D 


把导数^写成 / E ， 式中/表示 算符： 

^ 9 A 

' f ^Tt St 

我們来硏究这算符作用在函数 (61. 6) 上会得到什么結果。如果 E 0 

是常数，則我們簡单地得到 

^ E ^/( co ) E , 

式中 /( o ) = — 

我們把函数 E 0 («) 展开为傅立叶分量 E 0 a e ^ af 的級数，其中 
Eoa 为常数函数 E 0 ( O 是緩变化的表明，在这展开式內只包含 
的分量。注意到这一点，我們可以写为 


如 。 +a) ( = /( a + oi 0 ) E 0a e； 


* i ( 6 >o + a ) f 


f (o)o)Eo a e 




^fX.^Eoae 

d(Oo 


•%{(*)o -k-d)i 


現在反过来对傅立叶分量求和,我們得到 

/ £o (0 e-k。* = f (co 0 )E 0 e 七。 t + 巧 ：) - 

以后略去叫上的下角标0,于是我們得到 


f (coo)Eo^ 


3D • / \ T ? . 名 ) 3Eo 广一 .io>t 


( 61 . 8 ) 
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把这式子代入 (61. 7) 內，幷記住我們已略去函数 s ( oj ) 的虛数部分， 
于是我們得_ 

1 dCcos^ / 9Ep . 9 Eq \ 一 1 d^cos) d 

Tg ^ 7 — d—o> 人 0 0 ^dTj^To^ doj t di K ) 

(乘积和 EE ^ 相等）。加上包含磁場的类似表达式，我們就 
得到 結論： 媒质单位体积內能焉的稳定变化率为导数$，其中 


u = ^—\ d ^ 6 ^ EE * + -^- HH *1. (61. 9) 

l07T doj dco 


利用实数場强 E 和 H , 这表达式可以写为 


U 


r 


Sir 


<i(c_)8) 

dco 


J 2 


dCojfJb ^ 

dco 


H 5 


(61. 10) 


这也就是所要求得的結果： G 是透明媒质单位体积中內能的 
电磁能部分的平均値。在色散不存在时， s 和 M 为常数，而 （61. 10) 
式变成 （61. 3) 式的平均値^这正是应得到的結果。 

如果从外部供应到物体上的电磁能被截断，則虽然很微小但 

\ • 

实际上常常存在的吸收，最后把全部的能量 P 轉变成热。因为按 

照熵增加原理，这些热量必須放出而不是被吸收掉，因而必須 
• 、 

>0 o 根据 (61. 9) 式，为此必須滿足不 等式： 

d(^oy&^) 八 rZ(a;/x) 

~chT~ ^ " dco • 


实际上，由于一些更强的不等式在透明区域內常常为函数 紅 W ) 和 
Ac ( co ) 所滿足,因而上述条件自动地滿足（参閱§ 64) ①。 

〆 

•确定交变电磁場內的物质所受的力有平均（对时間而言）应力 
張量，而求出这張量的問題，具有重大的意义。这个問題无論对非 
吸收媒质或吸收媒质，都有意义，这与內能的問題不同，后者只有 


①取不等式 （64.1) 和 (64.2) 的半和，我們发現导数不但是正的，_ 
且按至大于1。 . 
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在略去吸收后才能够表述出来。但是到目前为止，我們还沒有得 
到-应的表 达式。 

§ 62 . ' sM 的实数部分和虛数部分的关系 

(58. 3) 式內的函数 /( r ), 当宗量 r 为任何値时（其中^包括 
r = 0®) 都是有限的。对电介质而言， r — oo 时，这函数趋近千零。 
这种情况所表明的簡单事实是 ，任何 时刻的 D ( Z ) 値都不会受到以 
前时刻的 E «) 値的显著影响。奠定积分关系 (58. 3) 式的物理机 
构是建立电极化的过程。 因此， 函数 / O ) 显著不为零的数値区 

j 

間，为表征这种过程速度的弛豫时間的数量級。 

以上所述也适用于金屬，这时唯一的差 別是： 当 r — cx 3 时，趋 
近于零的不是函数 f ( r ) 本身，而是差插: /( r ) — 4 t 7 yt 。 这种差別是 
由于稳定的傳导电流的流过，虽然幷不会使金屬的物理状态有任 
何实际的改变，但在我們的方程內，它在形式上表明出現咸应强度 

c c 

- t 1 典 

D ( i ) — | 47 rcrE ( r)(ir = 47 to - Je ^(^ — r ) cZr . 

一 oa 0 

函数 6( o >) 我們定义为 * 

oo 

• 一 sM = l + je io ) T f ( r ) dr . (62. 1) 

o 

利用复变数函数理論的数学工具，我們可以导出这个函数的某些 
更普遍的关系式。为此，我們把^視为复变数 O = o /+ k 〃)， 幷 
硏究函数在这个变数的上半平面內的性质。从~定义 （62- 1) 

• 和从上面所指出的函数 /( r ) 的性质得出，在全部上半平面內 

①卽是为了这一目的，在积分关系式 （58.3) 內分出了 E (<) 項；相反地，当 r -0 

► 售 

时，函数八 t ) 具有5函数型的奇点。 
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是单値函数，在任何一点上都不会变成无穷大，也即是說沒有任何 ， 
奇点。实际上，当时， （ G 2. 1) 式的被积式內有一指数式衰咸 
因子同时因为函数 /( r ) 在全部积分区域內是有限的，因而 
积分是收斂的。只除了坐标原点可能之外(对金屬而言， s ( co ) 在 
这一点处有一个极点），函数在实軸 O 〃 = 0) 上也无奇点①。 

有趣的是注意到，函数 sO ) 在上半平面內不存在奇点的推 
論,从物理学观点看来，是因果律的必然結果。由于因果律， （58.3) 
式內的积分只对《以前的时間积分，因而在 (62.1) 式內，积分区域 
也从0扩展至 oo ( 而不是从—⑺至+ «0。 

共次从 （62. 1) 的定义可知， 、 

s ( — (62. 2) 

这推广了只适用于 ⑴的实 数値的关系式（阳. 7)。特別是，对于0 
的純虛数値，我們得到8(“〃）= 一（心〃），也卽是在虛軸上函数 
为实数： • 

当 f io /’ 时， Im s = Q . (62* 3) 

应着重指出， (62. 2) 的性质所表示的事实是:算符关系 D = 

必須保证 E 为实数时 13 也为实数。如果函数 E “）由实数表达式 

E = E 0 e—w + EJ〆 (62.4) 

( 

得出，則把算符$作用到右側的毎一項上，我們得到 

O)E 0 e_^ +8( - co*)E3 ： e^^; 

% 

这个量为实数的条件和 （62. 2) 相合。 


①在下半平面內，定义 (62.1) 不傑应用，因为积分是发散的。因此，函数 
在下半平面內只能定义为上半平面內 （62.1) 式的解析开拓。在这区域內，一般說来， 
函数 €0*0 有奇点。 

在上半平 面內. 函数 so ) 不伹具有形式上的数学意义，而且也具有物理意义：由 
屯可求 出振幅增^加纟^ 0 "*)的場的 D 与 E 間的关系。但在下半平面內，不可能有这样 
的物理解釋，为为衰减（随丨 ◦揚的存在假定了当~时 ，場 变为无穷大。 



w ) 的实数部分和虛数部分的关系 3 r >5 


‘ 根据§ 61所得到的_果， 8( o .) 的虛数部分对正的实数値 w 二 
= o /, 也即是在 d 軸的右侧是正的。因为按照 （6 i 2), Ims ( — o /) = 
= — Ims ( o /), 因而在这軸的左側， s ( co ) 的虛数部分是負的。由 
此可見， 

• 当 w = & />0时， Im 总>0, } • (62 5) 

当0>二£1/<0时， Ims < c 0. I 

在 co = 0 的点处，函数 Im s 改变正負号，通过零（对电介质)，或者 
通过无穷大（对金屬）。这是在实軸上可以变为零的唯 


当^在上_平面內沿任何路綫趋近于无穷大时，函数趋 
近于1。在§ 59內我們曾經对 w 沿实軸趋于无穷大指出过这种情 
'况。在普遍情況下，从 （62.1) 式看出 ：如果 Oi — oo ， 使 6>〃— 00 ,則 
由于在被积式內有因子因而 （62.1) 式的积分变 为零； 如果 
⑺〃保持有限，而 lo / l — ⑺，則由于存在振蕩因子0夂，积分变 
为零。 ^ 

利用上面所举出的函数的性质，可以证明下列定理：除 
了虛軸上的点外，函数 sO ) 在上半平面內任何有限的点处，都不 
会取实数値；在虛軸上， s (⑴）从 co ^ iO 时的 a 0 >l (对电介质）或 
+ oo ( 对金屬）单調地减小到 co = ico 时等于1,特別是由此得出， 
函数 sO ) 在上半平面內无零点。 . ' 

为了证明起見我們利用复变数函数理論中的熟知定理，按 
照这定理,积分 


1 v f ds (co) do> 

2rri j da> s(co) — a 


( 62 . 6 ) 


在对閉合綫路 C 进行积分后等于函数 s ( o >) - a 在 C 所圍成的区域 


內的零点数和极点数之差。設《为实数，而选取綫路 C 由实軸和 


①以下的证明是由 N . K 梅依曼提 出的。 
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由上半平面內的无穷大半圓所組成（图29)。首先我們假定，函徽 
a ( o >) 系对电介质而言，于是 a > = 0 的点不是奇点。因为在上半平 



面內， 函数 s ( o >)、 因而 s - a 无极点，因此上面指的积分只給出 
差値 sM — a 的零点数，也即是函数取实数値 a 的点数 H 。 
为了計算出积分，我們把它写为 * 

1 r ds 

27ri J & 一 ct ， 

c f 

而且 & 积分对复变数 s 的平面內的綫路 C 进行， 而綫路 d to 平 
面內的綫路 C 的映像。整个无穷远半圓映像于点 s = l 处，而坐标 
原点^ = 0映像于另一个也是实数的点8 =知>1处 ( s 为靜电値)。 
^右側和左側的实半軸，在 s 平面內映像成某些复_的（一般說来 
自交的）曲綫，这些曲綫分別全部在上半平面和下半平面內。重要 
的是，这些曲綫不会与橫坐标軸相交了 5 = 1和 s ◦的点外)， 
因为 w 取任何有限的实数値时(除 co = 0 外）， s 都不会取实値。由 
于綫路 C 的这种性质，复数宗量 s - a 繞 <7—周的总变化或等于 2 tt 
(如果 a 在1与如之間，如图29所示），或者等于零（如果 a 在这間 
隔之外），而与輯路的自交次数无关。由此得到，当时， 
(62. 6) 式等于1,而《取其他任何値时等于零。、 

于是我們得到結論，在~的上半平面內，函数只一次取 
上述間隔內《的一切实数値，而沒有一次取这間隔外的値。由此 



§62. r ( oO 的实数部分和虛数部分的关系 
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首先可以作出結論，在函数 sM 为实数的虛軸上，函数 6(^) 不 
可能有极大値，也木可能有极小値，因为在相反的情况下，它至少 


有两次取某一些値。因此，在虛軸上函数 sO ) 单調地变化 • 在这 
軸而且只在这軸上，它一次取从到1的一切实値。 
t 对金屬而言[这时有一极点在 cu = 0的点处]，上述的证明 
只須作一点改变，即沿实軸运动时(在 ⑴平面 內），必須从上面沿一 
无穷小半圓繞过坐标原点。图29上綫路 (T 的变化这时可設想为 
〜向无穷远处移动的結果。在^的虛軸上，函数 5(0,) 在这种情况 
下单調地从+00咸小到1。 

其次，我們来导出联系函数 sM 的虛数部分和实数部分的公 
式。为此/我們选擇某一实数値0 =叫，幷对图30上所示的迴路 

求出函数 /二 1 的积分。这迴路通过全部的实軸，幷从上面繞过 

CO — 0>0 


点 CO ^ COq ^ O 以及点6> = 0，如果 
后者（对金屬而言）是函数 S (^) 
的极点的話。迴路和无穷大的半 
圓相接。在无穷远处， 8 —1,因而 

菡数上二^-趋近于零要比 I 快。 • 、 
^ (0 — 0)0 ⑴ 一 

所以积分 





是收斂的；因为在上半平面內无奇点，而点^ = ^0不包含在 


积分区域內，因而在迴路 G 內的全部区域內，函数是解析 

的，因而上面写出的积分等于零。 0 • 

对无穷远半圓的积分自动地变为零。我們沿无穷小半圓（半 
徑 P —0) 繞过0>0点；沿順时針方向繞过时对积分的貢献等于 
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— i 7 rls ( oj 0 ') — 1]。如果函数 a ( cd ) 是对电介质而言，則无須繞过坐 
标原点，于是沿全'部实軸的积分給出 

一 P + Wo oo 

limj f ―-— ^—doj + [ — ^— — doj | — i 7 r [ s — 1 ] = 0. 

p，o ( J oj — coo J co-coo 3 

— CO P -\- ( jOo 

第一項是从 — a 到 + C - 的积分，理解为它的主値。一般是在积分 
符号上画一斜綫来表示这种情况，于是我們有 ^ 

t - 

+ «> , 

i * - dcj — irrle ^ ojo ) — 1] = 0. (62. 7) 

、 J CO 一 CJo 

一 CO 

* 1 

积分变数<0在这里只取实数値。我們用字母0；代換它，而用 
O 表示某一实値 cu e ; 如§58內一样。我們也把实变数 W 的函数 
SM 写成 sM = s r ( co ) + is n C < o ), 分开 （62. 7) 式內的实数部分和 
虛数部分，我們最后得到下面二个 公式： 

i 

+ oo 

6, 0) — 1 = 丄 I (62. 8) 

rr J x — co 7 

一 oo 

s rf ( co ) —丄 ^ 1 dx . (62. 9) 

J x — cj 

- 一 oo 

它們最先由 H ， A . 克拉梅斯 ( Kramers ) 和 R . De L . 克朗尼 （ Kronig ) 
得到 （1927)。 应着重指出的是，推导这尝公式所用到的函数 a ( co ) 
的唯一重要性质是在上半平面內不存在奇点①。因此，可以說克 
拉梅斯 1 -克朗尼公式，和上述的 sO ) 的性质一样，是物理学中因果 
_的直接結果 。 

* 利 _，( o 0 是奇函数这一性质,可以将 (62. 8) 式改写为 

4 

①当 W — ^ oo 时1这一性质幷不是重要的，因为如果极限値£ ( CO ) 异于1，則 
我們必須取差値以代替差値 6-1, 并且 （62.8) 和 （62.9) 式相应地明显地改 
变 形式。 


\ 


§ n 2. £ o ) 的实数部分和虛数部分的关系 




8 ( oj ) — 1 = — X — ^-^diV + 

盯 J x — co 

0 0 

或 

oo 

s r ( G >) -1 = ^{ x i f ( > x Xdx . (62. 10) 

^yx — co" 
o 

如果指的是金屬，則在 0) = 0 的点处，函数 s ( co ) 有一极点，在 
这极点附近 ， s = 9)。沿半圓繞过这奇点时在积分內給出 

CO 

一附加的实数項： 一 &7 r , 我們必須把它加到 （62. 7) 式的左侧。 

6l)o _ » 

于是在公式 （62. 9) 內也出現这 一項： 

oo 

s n M + (62. 11) 

7T J X — CO 0J 

— OO 

公式 （62. 8) 或 （62* 10) 則仍然保持不变。除此以外，对金屬还必須 
作下列說明。在§58末曾經指出，在金屬內可能存在一个頻率区 
域，在这区域內，由于場的空間不均病性效应，函数 s ( co ) 失去物理 
意义。但是在上面給出的公式內必須对全部的頻率迸行积分。在 
这种 情况下 ，在相应的頻率区域內，必須把理解为由求解物 
体在虛构的空間均勻的周期电場內（而不是在非均勻的电 磁波場 
內）的行为这一形式問題而 辑到的 函数。 

公式 （62. 10) 是特別重要的。对于給定的物体，即使只是近似 
地（例如由經驗）知道了函数，（^)，但由 （62.10) 即可以算出函数 
S ， 0)。这时重要的是，对于滿足物理上必要条件 s ">0( 当 Ol >0) 
的任何函数 S 〃（“） 而言，由 （62. 10) 式所得出的函数 s r M 都不与 
物理上任何必要的要求矛盾，也即是它在原則上是可能的函数 
的正負号和数値幷不受任何的一般物理条件的限制）。由于这种 
情况，甚至函数 s 〃（ oi ) 是近似的，也仍然可以利用公式 （62. 10)。相 
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反地，公式 （62. 9) 則不能給出物理上可能 的函数 ）[ 在 s f ( co ) 
为任意函数的普遍情况下 ], 因为它不能自动保证后者取正値。 
在色散理論中 ，一 般把的表达式写为 

(62.12) 

^ 0 

▲ 式中 e 和 m 分別为电子的电荷和质量，而 f ( aj } d < o 称为在頻率范 
園如內的振子强度（或“色散电子数”）。按照 （62. 10), 这个量和 
s f ， M 的关系为 

. (62. 13) 

• Ztt e 

在金屬的情况下，当0时， fM 趋近于有限的极限値。 * 

如果 m 取相当大的数値 ，則在 （62. 10) 的被积式內，与 o 比較， 

* 

可以略去％于是 ' 


S (co) — 1 = - jr\x& (^x^dx. 

ITCjJ J 
o 

另一方面，对高頻下的介电常数，我們得到公式 (59. 1)。 比較两个 
式子，得到 公式： . ’ 


27 r 2 e 2 


<x> 




= J / (co)do> ― Nj 


(62, 14) 


o 


0 


式中 # 为物质单位体积內的总电子数。 

如果 s n ( co ) 当 co = 0 时无奇点，則在公式 （62.10) 內，可以化到 
极限 co — 0，子是我們得到 

成 OO 

= (62. 15) 

rr ) x 
o 

如果0 = 0是函数的奇点（金屬），則 0—0 时积分 （62. 10) 
所趋近的极限値和在 （62. 10) 內簡单地消去 o 所得到的値不相等。 





2 V SO ) 的实数部分和虛数部分的矣系 


3^1 


为了求出上述的极限，我們必須在被积式內先用 


"㈤ ■ 


47TCT 


代替， (0; 这种代換幷不改变积分的数値，因为总是 


X 2 — 


= 0 . 


对于电介质，可以把 （ G 2. 15) 式改骂成 


8 o—l 


4 rre ^ N ^ 


( 62 . 16 } 


式中的短橫表示对“振子数”求平 均:- 




这个式子对 計算％ 的値 有用。 

我們还导出一个公式，它将虛半軸上的 a ( co ) 値表示为实軸上 
的，(0)値。为此，我們来硏究积分 


— 1] 
OJ 2 + Cl)o 


dco . 


它对由实軸和上半平面內的无穷远半圓所組成的迴路 G 积分 （wo 
为实数）。<利用被积式相对于极点 co ^ ico Q 的留数，即可算出这一 
积分。另一方面，对无穷远半圓的积分等于零，于是得到 ' 

毳 

+ OO 9 

[ 匕 )、 ^ ^dco = 7ri[s (tt^o) 一 1]. 

J OJ +O ) 0 

— on 

在等式的左側，由于被积函数是奇次的，积分的实数部分变为零。 
我們再用0 和％ 代替 C ^。 和 O )， 最后得到 


S ㈣ - 1 =呈 

7T J X^ + OJT 

1 ， 0 
如果将这式子的两側对也> 积分，得到 


(62. 17) 
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j [s(ico) —l]da>= |s ff (o>)cZ6>. (62, 18) 

0 0 

上述的全部結果，只要稍作改变，也完全适用子磁导率 J ^ M Q 
其差別首先是由于頻率增加时，函数較早地失去物理意义。 
因此，例如，必須按下列方式将竞拉梅斯-克朗尼公式应用到 /^M 
上。我們不 硏究⑴ 値的无 限間隔 ，而只研究^的有‘限間隔（从0至 
叫)，这間隔只扩展到这样的頓率，这时 m 还具有物理意义，但已不 
再变化，而它的虛数部分可以假定等于零；相应的 m 的实値我們以 
表示，于是公式 （62. 10) 必須驾成 

〆 ( co )= - f (62. 19) 

' o 

与〜不同， ^ - (0) 的値可以小于，也可以大于1，在虛軸 
上的变化仍然是单調递咸的，这一次 是从抑 减小到 AC / A )。 

§ 63 - 平面单色波 

单色場的麦克斯韦方程 (58. 2) 为 

r 

— c rotE ? ia > s ( cj ) E = — c rotH . (63. 1) 

这些方程本身构成一个完全方程組，因为 （58, 1) 式可以从 （63. 1) 
自动地得出，因而不必单独硏究。我們假定媒质是均勻的 i 从方程 

齡 

(63. 1) 內消去 H , 我們得到二次方程为. 

AE + s^E = 0, (63. 2) 

由消去 E , 得到 H 的相似方程。 ， 

我們来硏究在无限的均勻媒质內傳播的平面电磁波。^眞空 
內的平面波，埸对坐标的关系由因子給出，其中 k 为实数波 
矢量。在普遍情况下硏究波在物质內的傳播时，还必須引入复 



数値 •, 


§63. 平面单色狡 


86JJ 


k = k f + ik ”， , 

式中 k \ k 〃是实数矢量。 

声 

, 假定 E 和 H 与成正比，幷在 （63. 1) 式內对坐标求微分， 
我們得到 

— c [ kE ] , o ；6 E = — c [ kH ], (63. 3) 

从这二个关系式內消去 E 或 H ， 我們得到“波矢晕”的平方的表达 
式为 

— Jc n ^+2 ik ! k! f ^ sfj ^. (63, 4) 

我們看到，只3 s 和 P 为正的实値时， k 才是实数。但是甚至在这 
种情况下，如果 k f k " =0, k 也可以为复数（硏究全反射时我們即遇 
到这种情况，参閱§66)。 

应注意到，在 k 为复数的普遍情况下，只在一定的意义上，波 
才能称为乎面波。写出 

e iKr =e ik ， T e^ iKtf % 

我們見到，垂直于矢量 k f 的平面为周相不变的平面。垂直于矢量 
W 的平面为振幅不变的平面，而在 k " 的方_发生波的衰咸。場 
本身为常数値的面，在普遍情况下一般不是平面。这种波称为“非 
一致平面波”，以区別于通常的“一致平面波”。\ 

在普遍情况下，电場分量和硪場分量間的关系由 （63. 3) 式給 
出。特別是用 k 标乘 (63. 3) 式，我們得到 

kE = 0, kH = 0, (63.5) 

取其中的一个平方之，幷利用 （63. 4)，我們得到 

E 2 = -^H^ (63.6) 

、 8 

伹是应該記住，由于三个矢量 k , E , H 都是复数，因此在普遍情况 
下，这些关系式沒有如它們为实数时那样直观的意义。 
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’ 我們不去詳細討論普遍情况下所得到的复杂的关系式，我們 
只是硏究； I :个最重要的特殊情况。 - 

对在不吸收的(透明的) 均匀媒 质內无衰减地傳播的波，我們 
得_特別簡单的結果，在这种情况下，波矢量为实数，幷且其値 
等于 

， - h = \/ = (63. 7) 

- C 0 

申 

式中称为媒质的折射率：电場和磁場都在垂直于矢量 
k 的平面內（是純粹的橫波），幷且互相垂直，它們的关系为 、 

H^V^sT^LIE] (63,8) 


式中1为 k 方向的单位矢量。由此得出， sE ^ fjuH ^ 但是这幷不 
表明波內的电能和磁能是相等的（如同不存在色散的情况），因为 
这些能量由不同的式子得出[即 （61. 10) 式內的两項]。 


媒质內波的傅播速度 w 由熟知的群速度的式子給出$ 


dcjj — c 
dk dinu)^) / dco 


(63. 9) 


容易证明，該速度为 ‘ 

u = 8/ U , • (63. 10) 

这和它是波包內能量的迁移速度的意义符合 一致； 此处 G 是由 
(6 L 9) 式所給出的能量密度，而 ' 

.. ■ 垂 . 

S = -^ J ~ KE * (63. 11) 

8ttV /i, 


为坡印廷矢量的平均値。在色散不存在时，折射率与頻率无关，于- 
是 (63. 9) 式簡单地变为 c A [比較 （56. 13)]。 

其次，我們来硏究电磁波在吸收媒质內傳播的更普遍的情况， 
而且波矢量具有确定的方向，也即是 W 和 k 〃互相平行。这种波 


①当存在重大的吸收时，引进群'速度的槪念一般是不可能的，因为在吸收媒质 
中波包不能傳播，而会很快地“散开”。 ' 


§ 63 . 芊面单色波 
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是眞正的平面波，因为波內場为常数値的面为垂直于傅播方向的 
平面（“一致”平面波）。 

在这种情况下、可以引进波矢量的“长度”; fc 为 k = M (其中1 
为 W 和 k 〃方向的单位矢量），幷从 （63. 4) 得到 
数量 v 7 "^ 通常写为 n + iK , 其中 w 和/ c 为实数，于是 

h = \ / + (63. 12) 

C 0 

n 称为媒质的折射率，而 k 称为媒质的吸收系蠢；后者确定波随傳 
播而衰咸的速度。但是应着重指出，波的衰戚不一定是由于眞吸 
收； 只当 S 和 M 为复数时才存在能量耗散，但系数 K 甚至当 6 和 A 
为負的实数时也可以不为零。 、 

我們将用介电常数的实数部分和虛数部分来表示％和〃，这 
时假定 /^- lo 从等式 

9 ► 
n 2 — k 2 + 2inK = s = s r -h is fr y , 

我們得到 ^ 2 - K 2 - a f , 2 rw = s 〃。 对 n 和 k 解这些方程，我們得到® 


s 




2 


= v 


— s r + \/ s ” + 
2 


(63. 13) 


特別是，对于金屬，在 （58. 9) 式造用的頻率区域內， s 的虛数部分 
大于实数部分，幷且和电导率的关系为 s n 47 ur / oy ，与， 比較, 
略去^后， 我 們发現 机与 K 相等： 



(63. 14) 


在我們所硏究的一致平面波內，对于墙 E 与 H 的关系，我們 
重新得到 （63. 8) 式，但只是其中的 e 和 M 为复数。这个式子再一次 
指明，两个場都垂直于波的傅播方向，幷且 互神垂 直。如果0=1， 


① 1/3 为 £">0, 闽而《和 k 的正負是必須相闾，这与波在傅播方向发生衰減符 
合一致。在 C63.13) 內选擇正号，相应于在 r 軸正方向傅播的波。 
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則把 VI 写成 

\/~T = \/ r ^+ K ^ e iarctg(V?t) 

后，我們看到，磁場的絕 对値趙 过电場 + 倍，而相位則落后 

9 

一 个角度 antg |; 特別是在（63_ 14) 的情况下，相移等于 tt /4 0 

mb 


例 題 

設在^一时刻 =0), 在空間的某一区域內存在电磁扰动。如果沒有外 
电辱的維会:，电磁扰动将随时間而衰减。試求决定这种衰减率的条件。 

解.我們将初始扰动展开为对坐标的傅立叶积分，并且硏究波矢量为 k 
的某一分量 （k 是实矢量！）。它对时間的依賴关系由因子 6-^^ 給出（当 f 相 
当大时)，其中、为待决定的复数“頻率”；衰减率为 -Jmoi。 

从方稈 

— —A = rot E = i [kE], — D = rot H = i [kH]), 
c • c ， 

與去 H 后，我們得到 

iD=[k[kE], ⑴ 

选擇 k 方向为 a 軸。对于拜动的“纵向”部分，由此得到 D^-0, 因此 D x ^ 0 o 
另一方面， At 和 Kr 一关系由下列积分算符 得出： 

t 

—oo 

(与§ 58比較）。因为在現在的情呪下， r>0 时， DJr) =0,因而 

0 \ 

E x (t)= | F{t—r)I> x {r)dt. 

'—co 

由此看出，在 t 很大时，瓦对时間的依賴关系主要决定于函数 F(f) 对时間 

囔 

的依賴关系。 * 


( 2 ) 


(3) 


对于单色場，由 （2) 我們得到 


态（⑴） 


^F(x')e ioJx dx y 


或者反过来 


5 04. 透媒质 


S 67 


一 oo 

为了算出 f 很大时这个积分的数値，我們把积分路綫移到 W 的下半平面內， 
于是被积式很怏地减小。这时必須繞过函数 l /£( u 0 的全部奇点（也卽是函 
数 £( o 0 的零点）和它的分支点。結果积分主要与厂 W “成比例，其中 w 为上 
述奇点中离幵实軸最近的点。由此可以求出电磁扰动“纵向”郜分問題的解。 
对于橫向分量，由 （1) 式，我們得到 

各^/，之 + fc 2 五 1；，2 = 0 

由类似的硏究得到結 果为： 所求的“頻率” ％在現在的情況下为函数 

• w^S (ui) — C 2 fc 2 

的最靠近突軸的零点或分支点。 

§64. 透明媒质 

• 我們現在把§ 62內所得到的普遍公式应用弱吸收（在給定 
的頻率范圍內）的媒质上，也即是我們将假定，对于这些頻率，可以 
略去介电常数的虛数部分。 

在这种情 况下， 不必取 （62. 10) 式內的主値，因为％二〜的点实 
际上已不在积分区域內。然后可以将积分对参量0求微分，和 
对待被积式內无奇点的通常积分一样。經过这样微分后，我們 
得到 

oo 

ds Aco (xs n jx}dx 

dcjj^ ^ j (oj 2 —x 1 )^ 

0 

由于被积式在全部积分区域內为正的，我們得到結果为 

- ^^ ■>0, (64, 1) 

(ICO 

也即是在无吸收的区域內，介电常数是頻率的单調递增函数。 
由类似方式，在相同的頻率区域內，还得到另一个不等式： 
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或 


£[务川 


4 co f x 3 s n ( rr ) 

7T J (o； 2 — CO 2 ) 2 
0 




(Is 〉 2(1 —s) 

do ) oj 


( 64 . 2) 


如果 sCl 或甚至变成負的，則这个不等式要比不等式 （64. 1) 强。 

• 我們注意到，不等式 （64. 1) 和 （ S 4. 2) (以及对 mM 的类似式 
子）自动保证了波的傳播速度滿足不等式 m < c 。 例如， M 二1时，我 
們有 w = 在 （64. 1) 和（64.2)內用抑代替卜我們得到 

(64. 3) 

dco dco w 

因此，对于速度 《(63. 9), 我們得到两个不 等式： •和 

it 


由此看出，当或时这些不等式也指明了 ^>0, 
也即是群速度和波矢量同向。这是完全自然的，虽然从純粹的邏 
輯观点看来幷不是必然的。 ^ 

我們假定，弱吸收区域扩展到一个广闊的頻率范圍， 即从叫 
至 cu 2 ( 而且 co 2 》 co a )， 幷且假定頻率 W 为于是 （62. 10) 
式內的积分区域可以分成两部分：以 Cc ^ 和在第一部分 
內，与 w 比較，可以略去被积式分母 內的々 而在第二部分，与 X 比 
較，可以略去 co : 

oo O) % 

S ( CJ ) = 1 + — f s rr Cx )— -^ f xs ff { x)dxy (64. 4) 

TT J X TTCO J 

o>2 0 , 

也即是在所硏究的区域內，函数 sO ) 的形式为 a — 6/ oA 式中 a 和 
6为正常数。其中第二个常数6可用从0到叫的区域內引起吸收 
的“色散电子数”爪来表示[参考 （62. 14)], 于是 ' 

如 ) =a —(64-5) 

k /vvl 


§64. 透明媒质 
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从这式子特別得出，在相当寬广的弱吸收区域內，介电常薮一 
般說来通过零点。这时我們記住，名副其实的透明媒 质是： 在这种 
媒质內不但 S ( co ) 为实数，而且是 正的； 在 s 为負値的情况下，波在 

\ t 

媒质內部发生衰减，虽然其中幷无眞正的能量耗散。 

对于 s = 0 的頻率，感应强度 JD 恒为零，因而麦克斯韦方程在 
磁場为零时容許滿足一个方程 i 、 otE =0 的交变电場存在。換句話 

說，在这种情况下可能存在纵电波。为了求出它們的傳播速度，不 

» ■ 

但必須考虑到介电常数对頻率的色散，而且译必須考虑到它对波 
矢量的色散。这时8二0的0>値也是波矢量的函数 3 由于媒质是 
各向同性的，因而在标量函数 Oi ( k ) 的展开式內零次墳后的第一 
項与 k 2 成 正比： 


所以傳播速度 


与波矢量本身成正比。 


設被半透明媒质 （M = l ) 所充滿的半荽間0>0)的边界上，乖直地射入 
具有尖銳波 陣面的 平面电磁波。試求通过媒质內的波陣面的結构 （ A ., 索末 
菲和 L •布里淵，1914)。 

解.假設在£ = 0时电磁波人射到媒质的边界上，于是当工= 0时，入射 
波場 （£ 或 H ) 为 

当 E =0, 和当 、 

把这場展幵为对时間的傅立叶积分，于是問題化为无限扩展的各种頻率的波 
人射到同一边界上。頻率为 w 的傅立叶分量的振幅与 


CO = 0)0 


+ +ak 2 . 


dcj 

dk 


ak 


例 題 
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成正比。当頻率为 w 的波 人射时 ，透射过媒质的波的形状为 


a(<o)e ° ， 


式中振幅为頻率的緩变化_数。因此，在現在的情況; F ， 媒质內的波場 
为 

+00 oo 

E 〜 du , a(oi) e c j e »(to-o)o>T dtr# 


在波陴面附近的区域内，在这积分内，以的重要値是接近 w 的値。引入 
新变数 a ( u , 0 )代換 a ( w ), 而把指数展弁为$的幕級数。略去 
不重要的常数和相因子后，我們得到 • 

oo +CO 

0 —CO - 

式中狄^^:叫^为傳播速度彳⑹,!)）， J/D 。对说进行积分，容易 

I co-coo 

把£化成下列 形式： r 


x — ut 
\/2x \ u r I 

(指数內的 正負号 决定于 V 的正负分 ）。 在波陣面附近，波的强度按下列_ 
律而分布： ’ 

oo 2 

j d v ♦ 

w 

这个公式在形式 t 和菲涅耳衍射中确定暗影边緣附近强度分布的公式 
相同①。当祕>0时，强度随加的增加而单調地减小，但当切<0时，則在 
— oo 时所趋近的常数値附近，作着振幅衰减的振瘍②。 


_ 

E^o e ±iTt ^ drj ， 

%> 


① 参閱“揚淪”第二版 § 60。 , 

② 在所硏究的波陣面前面的大距离上，发現先有以速度 c 傳播叻所謂“預报信 
号”，它們相应于大類率的傅: fc 叶分量（其中€—>1)。 
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§65. 几何光学 

大家知道，几何光学可以应用的条件①是波长X应小于問題 
內的特征綫度 L 几何光学和波动光学的关系 是：当 ^时，描 
写波場的任何量或 H 的任一分量）可用下列公式 表示： 

式中振幅《是坐标和时間的緩变化函数，而波相 々为 一很大的置， 
差不多是坐标和时間的“綫性”函数。必在几何光学中称为光程函 
数，幷且起着十分重要的作用。4对时間的导数給出波的 頻率： 

而对坐标的导数給出波 矢量： 

Vt/i — k> 

因而也給出空間每一点处的光綫方向。. 

对稳定条件下的单色陂，頻率为一常数，而光程函数与时間的 
关系由- 的項給出。于是我們代替4可以按照下式引进另一 
个函数如（它也叫作光程函 数）： ^ 

-cot+^xjjtCxj y, z); (65,3) 

♦ 

th 只是坐标的函数，而它的陡度为 

Vi/^ol ~ n , (65. 4) 

式中 n 为一矢量，它和 k 的关系为 

* # 

①参閱“揚論，，，第二版，# 53。 


(65. 1) 

(65. 2) 



372 


第十窣屯磁波的傅播 


k —— n . (65. 5) 

c 

矢量 n 的絕对値等于媒质的折射率 w ®。 因此，在折射率为 
的媒质內 O 是給定的坐标的函数），光綫傳播的光程函数 

方程为 


(▽也） 




(65. 6) 


从费馬原理也可以得到稳定条件下的光綫傳播方程，按照这 
个原理，沿空間內两給定点 J 和5間的光綫路程进行积分，积分 


B 


kdl 或者积分 


A 


B 


T^i= jndl= : | w . cZ ? 

.4 A 

为极小値。令这积分的变分等于零，我們得到 


M-I 

8t//i= j ^n m dl + n 2dO = 0. 


A 

設？ r 为变分时的光綫路程的 位移， 于是我們有 

8u= 8r m Vn 9 8dl =ldSr 9 

式中 1 为光綫切綫方向的单位矢量。将上式代入 S 也內， 幷在第 
二項內进行分部积分（考虑到在点2和点5处， Sr = 0), 我們得到 

B 


B 




SvVndl + 1^1 d8r = 


A 


= k vw -^-) 8r,£zz=a 

A * 


由此得 


①在 a 何光学中， u 硏究透明媒质 


dCnY) 一 


Vn . 


(65. 7) 


把导数展开，幷代入 g = lVn ， 我們可以把这方程 改写为 

N 

V 

丄 [vw—1(1 v/OL 

dl n 

这也就是确定光綫形状的方程。 


(65. 8) 


从微分儿何可知，沿光綫路程的导数 H 等于 N / i ?， 其中 N 为 

主法綫上的筚位矢量，而及为光綫的曲率半徑。将 （65. 8) 式的两 
側乘上 N ， 幷考虑到 N 与1相互垂直，我們得到 

丄二 N 工 (65. 9) 
R n 

光綫弯向折射率增加的方向。 

在几何光学中，光綫的傳播速度沿1的方向，幷由下列导数得 
出： 

u = 与. (65. 10) 

3 k 

这速度也称为群速度，而比値 oj / k 称为相速度。但是必須注意到， 
后者幷不符合于任何量的实际的物理傳播速度。 

也容易导出确定光强度沿光綫变化的方程。光强度 J 代表对 
时間平均的坡印廷矢量的絕对値。这矢量和群速度一样，在1的 
方向上： 

S = /l. 

在稳定条件下，空間毎一点还遶能的平均密度幷不随时間而改变。 
因此能量守恒方程为 div s = 0, 或者# 

div (/ l )-0. (65. 11) 

这即是所要求出的方程。 

最后，我們来硏究綫偏振光的偏振方向沿光綫方向如何变化 
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的問題 （ C . M . 雷托夫，1938)。 

从微分几何可知，空間曲綫（在現在的情况下为光綫）在空間 
毎一点处由三个互相垂直的单位 矢量： 切綫1，主法綫 N 和次法 
綫 b 来表示，它們龃成一个自然的三面体。由于电磁波是橫向的， 
因而矢量 E (或 H ) 总是在法綫平面，即 N ， b 平面內。 

設在光綫的某一点处 i E 的方向和 N 的方向相合，也即是位 
于密切面 （ N ， l 平面）內。大家知道，在^长度上，曲綫与密切平 
面的偏差为高次（三次）无穷小量。因此可以断言， 沿光邊 方向移 
动 W 距离后，矢量 E 仍在原来的密切平面內。但新密切平面相对 

于旧密切平面轉动一角度郝=@，式中 T 为曲綫的扭轉半徑。因 

此这也等于矢量 E 相对于法綫平面內的矢暈 N 所轉过的角度。由 
此可見，沿光綫方向移动时，偏振方向在法綫平面內轉动，以使偏 
振方向与主法綫方向間的夹角按方程 

窘=吾 .(65. 12) 

而改变。特別是无扭轉时，也即是光綫为平面曲綫时，矢量 E 在 
法綫平面內的方向仍然不变，这可从对称性預先看出。 

例題 

試求出 光綫在 相对于观察者运动的媒质內的傳播 速度。 
m . 設 W 和 k 为光波在靜止参考系內的頻率和波矢量，而 o / 和为 
在相 i 于 B ： 以速度 V 随媒质一起运动的参考系 K： f 內的頻 率和波 矢量。在下 

面所硏究的对^的第一近似下，垂直于 k 方向的运动幷不影响光的傳播；因 

c 

此对齊遍性无任何限制，我們将假定 V 和 1 C 的方向相同。 

在 r 系內媒质是靜止的，因而0/和 V 的关系式为 


(1) 


§ 6 G . 波的反射和折射 
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按照熟知的相对論变換公式①，精确到+的一次項，我們有 

J — h ， k ’ = k 一万 v . 

把这些式子 ft 人 (1) 戎內，躬:将函数 n ( u /) 展开，在同样的精确度下，我得到 

式中抑= <00。由此求得傳播速度（群速度）为 

丄 ( \ u 0 ^\ vntodu 0 /Q x 

化吻+乂 1 — 一 H ， （ 3) 

式中 u 0 = c ^/ £^0。)为在 靜止 媒质內的傳播速度。相速度为 

of C 

—— =：— 

1 ： n 

(3) 式內的头两項，可以簡单地应用相对論的速度相加公式而得到，而第 
三項表示色散效应（曾由 H . A . 洛侖茲硏究过）。 . 

§66. 波的反射和折射 

我們現在来硏究单色平面电磁波在两种均勻媒质的分界面上 
的反射和折射現象②。設陂从透明媒质（媒质乃射入，对于媒质 A 
暫时还不假定它是透明的。我們分別用下角标 々和 1来表示入射 
波和反射波的量，而用下角标念表 
示折射波的量（图31)，幷选擇分界 
面的法綫方向为 z 軸（向媒质之內 
的方向为正）。 

由于在印平面內是完全均匀 
的，因而在全部空間內，場方程的解 
与这些坐标的关系必須相同。这表 
明对于这三种波，波矢量的分量 h 
和心必須相同。由此首先得出，三 

① 参閱 “壤論 ”第二版，*§47。 

② 在两种情况下，都假定 


Z 
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种波的傅播方向在同一平面內。我們选擇这平面为 M 平面。 
从等式 

^ Oj ? = ^Xx ~ ^2® (66. 1) 

得到这些矢量的3分量为 

Jcxz— ~^oz = — "TTV^i cos0 o . 

O 

^ — ^oxr= ~\/s^-- Si sin^o • (66. 2) 

按照定义，矢量 k。 为实数。因而 h 也为实数。但量 few 在吸收媒 
质內为复数，而且取根的正負号必須使这和折射波在媒 
质2內部衰减相符合。 

如果两种媒质都是透明的，則从等式 （66. 1) 得到熟知的反射 
和折射定律为 

= • (66.3) 

amf/o a 2 ^2 

要求出反射波和折射波的振幅，必須利用分界面 0 = 0) 上的 
边界条件这时我們分別硏究两种情况 ■" —电場 E q 在入射平面 
內，或者与入射平面 垂直； 间时我們还硏究 Eo 可以分解为两个这 
样的分量的普遍情况。 , 

首先假定 E e 垂直于入射 平面； 从对称性可知，这同样适用于 
反射波和折射波內的場 Ei 和£ 2 但矢量 H 在％ 2平面內。边界条 

件要求 B V = E 和11怎 为連續的®;按照 （63. 3)， H m = -^ k z E yQ 

媒质2內的場为入射波場和反射陂場之和，于是我們得到两 
个 方程： 

^ Jq + E i = y Icq 乂 Eo — jEj ) = Tc ^ z E ^ 


① B 和 l > 的法向分 M 的边界条件，在現在的情况下不給出任何新的結果，这和 
方程 di v B -0, divD -0 是方程 (63. 1) 的結果相符合。 




波的反射和折射 
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由于在三种波內 h (以及頻率相等，因而等式两側 W 內的指数 
因子被消去；在下面 E 理解为波的复数振幅。由解上述方程，得 
到下列的菲涅耳 公式： 一 


(66. 4) 


^ hiz — 公 2g p v/aTcos 9 0 — \/ s ^ — s ^ in 2 Q 0 ^ 

1 ^oz + 0 cos 沒 0 + >/^ 2 — Sjtsin 2 6? 0 09 (66 4 〕 

w 2 ‘ r _2y / g7cos 0q 

2 ^oz + ° \/ Sx cos 9o a 2 — s^in 2 Oo ° 

如果两种媒质是透明的，則利用关系式（ 6 匕 3), 可以把 （6(5. 
4) 式写为 


7^7 & 2g jr, 

Jcoz ^ k ^ 0 

zp_ 2 公 Og 7,-7 


e q . 


sin (沒 2 —沒 o ) 
sin ( 6 ^ 2 + ^ o ) 


Eqj 


iTr 一 2cos6^ 0 sin& 2 p 


(66. 5) 


E 在入射平面內的情况，可用类似的方式来研究；这时对垂 
直于入射面的磁場进行計算更为方便。結果又得到两个菲涅耳 
公式： 

H — 4oz — H _ s^cos 沒 0 一 >/ SxCs^—SxBiTi 1 ^o) JJ 

1 & t 2^ oz ~^ e i ^2 z 0 a^cos 0 q -\-\ / € i ( s 2 一 5 isin 2 ^9 o ) 0 ，（ 6(3 6 ) 

„ ^B^k 0z „ 2a 2 cos 9 0 TT 


tj ___：T-.^.：..-^ - rr 

s ^ + sjc ^ 0 


s 2 cos 6>o + V si ( a 2 — eisin 2 0 0 ) 


H 0 . 


如果两种媒质是透明的，則这些公式可以写为 

ZI ( 沒 Ck — 9 心口 

丑 丑 °， 


__ sin 2^o _ 

sin (0 o + 0^) cos (0^ — 9^) 


Ho - 


(66. 7) 


反射系数冗定义为分界面所反射的（对时間）平均能通量与入 
射能通量之比。其中每一能通量由該波的坡印廷矢量 （63. 11) 的 z 
分量的平均値給出： 


?>78 


第十草电磁波的傳潘 


\/^7cos 6MEU 2 _ lEir 2 

v^i cos 6^0 IE 0 1 2 I Eo l 2 * 


在垂直入射时 （00 = 0)， 两种偏振情况等效，于是反射系数由 
下式得出 •_ • 


乂 


(66： 8) 


这公式无論对透明的或咴收的反射媒质都，正确。如果引 进〜和 
/ c 2 为 v ^2 = ri 2 + 于是，例如从眞空入射时（心 = 1)，我們得到 


p — (轉 2— 1) 2 + 乂| 

~ { n^+iy + KV 


(66. 9) 


对这些公式进一步的討論，我們将假定两种媒质都是透明的。 
首先我們作如下的一般說明^两种不同媒质間的分界面实际上幷 
不是几何表面，•而是一很薄的过渡层。公式 (66.1) 的正确性幷不 

X 

取决于对这种层的性质所作的任何#定。但利用分界面上的条件 
推导菲涅耳公式时，曾假定了过渡层的厚度 s 小于波:长 X 。通常 
厚度 s 可以和原子間距离相比，后者在任何情况下都小于 X ( 在相 
反的情况下，場的宏观描写一般变成不可能)；因此，条件通 
常总是滿足的。在相反的极限情况下，折射現象具有完全不同的 
性质。当3»人时，滿足可以应用几何光学的条件 a 小于媒质的 
不均勻綫度）所以，在現在的情况下，可以把波的傳播看作光綫 
的傳播，这光綫在渡层內受到折射，但通过它时不发生反射。換 
句話說,反射系数等于零。 

我們現在回到菲涅耳公式从透明媒质反射时，这些公式內 
的 Ei 、 E s 和 E 。 間的比例系数为实数①。这表明波相或者不变，或 
者改变 tt , 視这些系数的正負号而定。#別是折射波的波相总是 


①我們暫时略去全反射的情况（参閱下面）。 




波的反射和祈射 




和入射波的波相相同。但在反射时可能波相发生改变®，例如垂 
直入射时，如果則波■相不变。但如果 $2〉 S 1， 則矢量 Ei 和 
E 0 有相反的正負号，也即是波相改变 77。 

，当傾斜入射时，反射系数按照 （66. 5) 和 （66, 7) 式由下列公式 


得出: 


sin 2 ( 仏一夕 0) 
sin 2 (0 2 + 0 o )’ 


— 沒 0 ) 

~ t ^( o ^ o 0 y 


( 66 , 10 ) 


这里和下面，符号丄和! I 分別表示場 E 垂直于或者平行于入射面 

的情况。我們注意到下列的对称性质 •. 交 換仏和 久时， (66. 10) 式 

» • 

不改变[但反射波的波相，按照公式 （66. 5) 和 （66. 7) 这时改变 tt ]. 
換句話說，以角度从媒质 i 入射的波的反射系数，等于 以乂角 
度从媒质 2 入射的波的反射系数。 

、以0。 角使外+氏=|^)入射的光的反射具有一种奇异的性 
质（这时反射光和折射光互相垂直)，我們令这角为士；写出 


sin^ p = sin^^ —cos 沒 2 , 


幷利用折射定律 （66. 3), 我們得到 


( 66 . 11 ) 


当@时，我們有 t R (^+6 g = oo , 而尽变为零。因此，不論以 
这角度入射的光的偏振方向如何，反射光的偏振将是使其中的电 
場垂直于入射平面。当入射光为自然光时，反射光的偏振也是这 
样。这时具有其他偏振的分量一般不反射。心角称为全偏振角或 
者称为布勒斯特角 （ Brewster ngle ) 0 我們注意到，虽然反射可 
以引起自然光的全偏振，但在折射光內，无論入射角如何，都不会 

①从吸收媒质的反射，一般說来引起橢圓偏振。这时三种波之間的振幅和波相 
关系的明显表达式是非常复杂的，参閱 Stratton 的“电磁理論”第九章。 
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引起全偏振現象。 、 ， 

平面偏振光的反射和折射常常产生平面偏振光，但偏振方向 
一般說来不与入射光的相同。設 yo 为 Eq 方向与入射平面間的夹 
角，而 h 和7^为反射波和折射波的类似角度，則利用 （66. 5) 和 

(66. 7) 式，很容易得到下列关系 式：' 

« 

tg ri= — 澄:忽 tg y 0 , tg r 2 = COS (6> 0 — 9^) tg y 0 , 

■ (66. 12) 

只当 y D =0 和 y 2 = | 的明显情况下，对任何 > 射角，角 y 。、％、％ 
才相等。 当銮 直入射 (^=^ = 0) 和掠射(^。=|^)时，它們也是相 

等(在掠射的情况，折射波一般不存在）。在其他情况下，从 （66. 12) 
式(考虑到0<氏，久<|，幷假定0<氕<|， 0< n , y 2 <7 T ) 得 

到不 等式： 

rt>yo, y^cro- 

由此可見，反射时 E 的方向偏离入射平面，而折射时偏向入射 
平面。 

由比較 （66. 10) 的两个公式看出，对任何入射角（除乂 = 0和 
以外）， 

R t <R ± . * 

因此，例如当入射光为自然光时，反射光是部分偏振的，电場的优 
先取向垂直于入射面。折射光也是部分偏振的，但电場 E 的优先 
取向在入射平 面內。 

% 

和 i ? J _ 与入射角的关系完全不相同。系数及 L 从沒()= 0时的 
値 (66. 8) 开始，随着 <9。的增加而单調地增加。而系数尽在<9。=0 
时虽同#等于 （66. 8) 式 的値； 伹以后随^的增加而开始戚小 ，当 
P 时变为零，然后再开始单調地上升。 
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这时必須分別两种不同的情况。如果反射是从“光密”媒质发 

生的，也即是巧>^，則和屯继續增加，一直到氏=^(发生掠 

射)，这时两个系数等于1 。如果反射媒质是“光疏” 媒质： 心， 
則当入射角久时，两个系数变为1 ，这里的^由下式得出： 

sin 久= 4 /么=土， (66. 13) 

^ si n ± 、 

称为全反射临界角。当力 WV 折射角 也是折射波 
的傳播平行于分界面。 

当氏时，从光疏媒质的反射需要作特別的硏究。在这种 
情况下，^是純虛数[参閱 （66. 2) 式]，也即是在折射媒质內場是 
衰咸的。若媒质内不存在眞吸收(也即是无能量耗散），則波在媒 
质內部发生衰戚表明，从第一媒质进入第二媒质的能通量平均为 
零（由簡单的計算容易直接证明，在第二媒质內的平均能通量矢量 
运实际上只有％分量）。換句話說，全部 入射圈 i 分界面上的能量都 
被反射回第一媒质內，也即是反射系数为 

i? 丄 =i? u = 1- 

这种現象称为全反射 © 。上式中的 B 丄和等于1 ,当然，也可以直 
接利用菲涅耳公式 （66. 4) 和 （66. 6) 来证明。 

当叹)>义时， E i * E p 間的比例系数变成形式的复 

数，而 i ?_ L 和由这些系数的模量的平方得出，这模量的平方等 
于、。但是由这些公式，不但可以求出反射波內和入射波內的場 
的絕对値之比，而且也可以求出匂們的波相差。为此，必須把它們 
写成 

^~ i ^ J -Eoxy = eT^ jj. 

①必須垛到，从 £ 为实负数的牒质 i 射时，反射系数总是$于1。在这种媒质 
內也不存在眞吸收， m 波¥能透入到媒质內部。 
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于是我們有 ® 


tg 


8丄 V s j sin 12 /9 0 '- s 2 

職 ■' 1 ■— 1 ■ ■ ■■ 灣 


tR 警 s 


\f 5 j.(«i sin 2 9 — a 2 ) 


(66. 14) 


2 \/si cos P 0 ^ wc> 2 s 2 oos 0 0 

\ 

由此可見，全反射时波相发生改变，幷且一般說来，对平行于和垂 
直于入射面的場分量各不相同。因此，在与入射面成一角度的手 
面內偏振化的波反射时，反射波将是橢圆偏振的 @ 。对于波相差 
S 二訂一 容易得到下列的表达式； 

8 cos 9 0 \J exsin 2 6^ 0 — ^2 


tg 


2 


\/ s x sin 2 6^o 


只当氏 = # r 和久)==~时，这波相差才为零, 


(66. 15) 




題 


I . 試求在全反射角附近 反射系 数变为1的定律。 

绝.令 A =〜一 5, 择中 5 为一小量，幷把 (66.10) 式內的 sin% 和 costffl 
展开 g 5 的幂級数，結果得到 , 


Bj _ = 1 一 4\/ 25 (外 2 — 1 ) 

R t =1-^4v / 25 n 2 (w ; 
dR 


l)^t 


式中 n 2 = z ^ > lG 导数■^当 5 — 0 时随变为无穷大。 

2. 試求光綫从眞空椋射到£近于1的物体表面时的反射系数。 
解.由公式 (66.10) 給出相同的反射 系数： f 

^<9Pp -V yo+€-1)1 

— (£- l ) 2 


式中 


9o 


2 


— On * 


3. 試求波从眞空入射到€和 A * 不为1的媒质边界 _ L 的反射系数。 
解. • 由和正文內完全类似的計算，得到下面的結 果： 


① 絲 辑卜、^，影44 

② 参閱 “揚論 ”第二版，§ 48。 •. 
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丑丄 = 


4. 設物质的平行平面层2位于眞空（媒原 J ) 和任意 媒质 3 之間。从眞 
空內射到平行平面层上的光在入射平面內（或垂直于入射面）'偏振化。試用 
光入射到半无限媒质2或5上的反射系数表示层的反射系数 B 。 

m ； 我們用為和山表示入射波和反射波内的場 （ E 或 H ， 視那一矢量 
平行?层平面而定)的振幅。层內的場包括折射波（振幅 A 2 ) 和从2—3交界 
面上忟射的波(振幅坞)。由 1-2 表面上的边界条件得到下列等式： 

^4-2 ―矿32^"0)， （1) 

式中《和心 2 为常数。从半无限媒质2反射时，波坞不存在，于是由 （1) 式 

得出 r t2 = AJAo , 也卽是 r 12 是这种情況下的反躬振幅。由 （1) 式，交擴山和 

為)，幷用4 2 代替还可得到一个方程，这相当于波矢量的2分量改变正負 

* 、 

号： ， . 

4 2 = a (4 m 2 山）， （2) 


/acos^q —y Sfj.— sin 2 0 0 

— sin 2 0 ^ 

€ cos 8q —\Jeix— sin 2 沒 o 
ecos6 0 +\/ £m— sin 2 6? 0 


在媒质 3 內只有一种波(透射波)。这种波的振幅枭滿足下列条件： 

, A 2 e iif/ — aA 3f A r 2 e^ —ar zlt A z (3) 

[类似于时的条件 (1) 和 （2)]; 指数因子已計及在层厚度上的波相变 


化，而且 

☆ = - hs / e 2 — sin 2 

C 


⑷ 


从 (3) 式消去4 3 ,我們得到 


(5) 


( r 2 3 =— 疒 32 ). 

由（1)，（2)， （5) 式，我們求得从层反射的振幅为 

Aj r n e ^^ r 23 
r — e - 2 #+ r 12 r 23 


( 6 ) 


(反射率数 |r p )， 常数 r 23 的意义可从下列事实說明，当 fc = 0 时， r 必須 
等于从半无限媒质3的反射振幅 r 13; 由此求得 、 


r 2 3 = 


f 12 一 ^13 

^12 r J 3 — r 


(7) 


由公式 (6) 和（7)，就可以得到所提出的問題的解。应着重指出的是，它們的 
推导与对媒质2和3的性质所作的住何假定无关，这狴媒质可以是透明的， 
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也可以是吸收的。 

如果媒质2和3是透明的，切】％ r 12 , r 13 都为实数，而 r 23 为半无限媒质 

2和3的交界面上的反射振幅。这时由 （6) 式，我們得到 

” Oi 2+ h 3) 2 — 4 r 12 r 23 sinV 〜、 

一 (r i 2 r 2 3 +1) 2 — 4r 12 r 23 sin 2 〆 

P 变化时 ，: B 的变化范圍为 

(_ r 12 U 矛口 

\r 12 r23+1 / \^12 『23 —V 


当光錢垂直人射时，， 12 =^^，对^ 13 和03，有类似的关系式。如果 W = 

m r 12 = r 23 , 由适当选擇层的厚度， B 可以变为零。 • 

若媒质3 是眞空，則 r 13 = 0, r 23 -- r 32 , 幷从(6)，、我們得到 

r = 1) 二 _ - 

e 一 2 冲 一 rf 2 一 sli[ip + ln ( — r 12 )：r 

如果这时媒质2是透明的，則 

_ 4. B 12 sin 2 ^ _ ♦ 

( l - i ? 12 ) 2 +4 B 12 sinV . 

只当媒质2是透明的，层的透射系数 D (从眞空到眞空）才等于1-： B 。 
在相反的情況下，要計算 D 必須根据 (1) — (3) 式，令其中 r 32 == r 12 。 于是“透 


射振幅” d 等于 


■卜 ^4^， 


( 10 ) 


而透射系数 D =! d | 2 . . 

5.試求光綫垂直人射到复介电常数£为很大的薄板上的反射系数和透 


射系数。 


解.在这种情況下， 

〜 = IT 7 T 一 (卜 7 T )， 

而且按照前一例題的公式 (9) 

= T h ^' 

如果檨很薄，因而 L / cccl /^/ fTf ， 則可以写为 

==一 1 

1 + (2i c/SwTi) 
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3S5 



§67. 金屬的表面阻抗 

在不十分高的頻率下，金屬的介电常数的絕对値大于 1( 当 
oi —0 时，介电常数随丄趋近于无穷大）。在这些条件下，金屬內的 

OJ 

“波长”3〜小于眞空內的波长\〜去。如果这时、 s (但不 

一定是 X )也小于金屬表面的曲率半徑，則可以利用这种、 j 靑况来使 
任意电磁波从金屬上反射的問題得到大大的簡化。 

S 很小表明，在金屬內表面法綫方向的場分量的导数大于切 
綫方向的导数。因此，金屬內表面附近的場可以认为是平面波場， 
因而和的关系式为 

Er 二 /f[H 贝]， (67.1) 

f 

①很大的巧値实际上常常是复数。这时电磁湯在物体內发生衰减，因而 
物体內的波长间时也卽是場的“透入深虏”。如果把 SO ) 表示为电导率 a [按照 
(58.9)] ,則这个量和§ 45所引入的透入深度相等。 ' 
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式中 n 为表面的法綫，方向指向金屬內部。另一方面，因为瓦6和 
为連續的，因而在金屬外表面附近的場値也必須有相同的关系 
式。 （67.1) 式可以取作巧求金屬外的場的边界条件（如 M . A . 列安 
- 托維奇曾指出的，1948)。由此可見，求解外4磁場的問題可以完 
全不考虑金屬內的場。 

称为金屬的表面阻抗；我們把它表示为 

K+i 

i =S (67. 2) 

在用通常的金屬电导率可以表示 S 的頻率区域內，，我們有. 

N _ 

^ • ‘ (67.3) 

通过金屬表面的能通量对时間的平均値为 

S -~^ Re [ E t H ^ ]==^| H t i 2 n . (67. 4) 

这能通量代表从外面流入金屬内幷在金屬內所耗散的能量。由此 
看出，特別是必須 

C f >0. (67.5) 

由这个不等式决定了 （67. 2) 式的根的正負号, ^ 

当頻率增加时，透入深度 S 变成和傳导电子的自由路程长度 
I 同数量級 @ 。在这种情况下，場的空間不均勻性使得我們不能利 
、用介电常数 s 来对場作宏观描写（与这有关的現象的存在，是由 

H . 倫敦最先指出的 1940) 値 得法意 的是，这时 f 的条件尙 

. ①通常把与 f 相差一个因子 4 tt / c 的量称为表面阻抗；伹是我們发現采$这种 

符号是不方便的。 

②自由路程长度主要依賴于金躕的温度。实际上这通常是指氦范圍內的很低 
温度，而我們所硏究的現象发生在无綫电超短波波段內。 
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未被破坏 O 为傅导电子的速度），这条件保证了电导率不存色散， 
而对于恒定电流，它仍然等于 CT 。 

重要的是，下列边界条件 

E { = aH t n ] (67. 6) 

在这些頻率下也仍然是正确的。这时金屬內表面附近的場也仍然 

會 

可以視为平面波，虽然它現在已不能再用通常的麦克斯韦宏观方 
程来描写在这种波內，場 E 和 H 的关系必須是綫性关系，而軸 
矢量 H 和极矢量 E 之間的唯一可能的綫性关系的形式为 （67- 6) 
式。这关系式內的系数 S 是表征金屬性质的唯一的量，在求解外 
电磁場問題时必須知道它。 < 

当頻率再增加时（通常在紅外区域內），場的宏观描写又变成 
可能，幷且 s 的槪念又有意义。这現象的原因在于，傳导电子在吸 
收量子 Aco 以后得到大量的能量，結果它的平均自由路程减小，于 
是不等式1«8又被滿足。阻抗 （重新 变成与成反比在这 
个 頻率区域內，的实数部分是負的， 而它的 虛数部分很小 。’木 
等式 I 《名 是 〆 和， 具有宏观意义的条件。伹是为了使只是大的 

s r 値有宏观意义，只要滿足更弱的条件岳《3就行了，其中的 f 为 

CO 

金屬內傅导电子的速度（滿足这个条件时，硏究电子的运动就可以 
略去場的空間不均勻性） C3 

在任何情况下，对阻抗的实数部分，不等式总是滿足 
的。如果公式 （67. 2) 有效，則对【的虛数部分的正負号也可以作 
出一些判断。例如，如果 s 的色散比 p 的色散重要（也即是可以視 


①伹是应該記住，’利用等式 (67.6) 作为边界条件，只当丨£|很大（卽^很小）时 
才可以。在光学頻率內，这条件不能滿足。我們假定 m ~1; 于是大的 PI 相应于小的 
L 我們指出， 如果 m »1, 則利用边界条件 (67.6) 时必領不等式 3« X 滿足，这表明必須 
\ T »1 这时 f 可以不很小 o — 
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^为实数），則从>0得出（乂〃<0,因为常常 r >0, 因而 

/TcO. 

这是最通常的情况。如果乂的色散由 A 的色散来决定，則由相同 
的方式可以证明 • 1 

阻抗的槪念也可以应用到超导体上。超导体的特 征是： 甚至 
在靜态情况 0=0) 下，也存在小的透入深度 S 。 在不大高的頻率 
下，可以假定磁場分布和靜态时的相同。为了求出电場，我們写出 

4 畢 

方程: ' 

« I 

rotE=i—H. 

r c 


选擇 z 軸方向为超导体面的外法綫方向。与大的 z 的导数比 
較，可以略去切綫方向的导数，于是我們有 



(对尾^有类似的式子）。将这等式对物体內的深度 z 进行积分： 

0 

、 H v dz; • 

—oo 

私 (0) 是时風 D 的値，也即是私在物体面上的値。我們定量 
地定义透入深度 如下： 


于是 


0 


■ 

_ 



(67. 7) 


、 > c 

与（町： 6) 形式的边界条件比較，我們发現超导体的阻抗（在頻率不 
十分高的頻率区域內①）由下式 給出： 


①实际上是指差不多迖到厘米波段的頻率。 
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. (67.8) 

c 

这式子是〖（0>)展开为頻率的幂級数的第一項，因此对于超导体， 
展开式从与 ⑴成比 例的項开始。展开式以下的一項与0> 2 成正比， 
而且是实数；这是 r 的展开式的第一項。 

阻抗《<>)可視为复变数^的函数，它的性质在許多方面类似 
于函数 S ( o 0 的性质 （ B . JL 金茲堡，1954)。边界条件，’对于单色波 
具有 （67. 6) 的形式,在普遍情况下，必須理解为算符关系式： 

V 、 

E ^ CLHtn ], (67.9) 

它使某一时 刻的^ 値用以前时刻的値来表示（比較§ 58)。如 
在§62中一样，由此得出，函数 CO ) 在^的上半平面內（其中包 
括实軸，但0=0的点除外）无奇点。其次，由 H t 为实数时 E t 为实 
数的条件得到关系式： 

a—o>*)=r(o>). 

最后，因为能量耗散由函数 SO ) 的实数部分决定(而不是由 
虛数部分，如对函数—样)，因而 ro ) 是正的，而且0为任何 
实値时都不会变为零，除了 ^=0的値外。由和§ 62类似的討論， • 

可以作出結論,在整个上半平面內， 

BqCM>0. . 

由此特別得出在上半平面內无零点。 

(( CO ) 在上半平面內无奇点再一次导至克拉梅斯-克朗尼公式， 
这时特別重要的公式是. +00 

o ) =-丄 { 〔⑻二 1叙 

♦ 7 t J X — CJ 

—CO • 

利用 to ) 的偶数性，可以把它改写为 

IV ) X—CJ 订 J X + CO 
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或者 

« * 

,= ，与 ( !’ ㈤ 2 dx (67. 10) 

TT } X CO 
0 

(被积式的分子內的1可以略去，因为的积分的主値总是 
为零乂 / ^ ^ 

- 上面对函数所作的討論％当然年同样程度上也适用于逆 

函数算符乏^用^表示 [ H , n ]。 特別是 （67. 10) 式变为 

oo 

[ r » r = - ^4 』 - S ^ H ] 丄叔 (67. id 

nr J or — Cfj 
o 

当 （ 很小时，这个公式比 （61 10) 式更便于应用。但是在上述的形 
式下，它不能应用于超导体，在超导体內，按照 （67. 8) 式，当 o >==0 
时，有一极点。簡单地改变一下推导[类似于由 （62.9) 变为 
(62. 11)]，这时得到下面的 公式： 

-裤 [{:故 血+合 (价‘ 12) 

0 

末了，举出应用阻抗槪念的一个例子，我們来硏究平面电磁波: 
从眞空入射到表面阻抗为 C 的金屬平面上的反射現象。如果矢量 
E 垂直于入射面而偏振化，則由边 界条件 （67 6) 給出 

峰 r 

' Eo + — (( 丑。 _ Hi) cos0q = KEq — E{) cosOq 

(符号和 §66 內相同）。由此考虑到 C 很小，我們有 

-{1-21 cos 夕 0 ) ， 

必 0. 

和反射系数为 

i ? 丄=1 — cos %. (67. 13) 

如果 E 。 在入射平面內，則边界条件市以写为 0^=[ nE t ]， 也 

即是 
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除了 (67. 16) 的特殊情况外，对 C 很小的表面，反射系数接近 
于1。 €—0 的表面为“理想导电”面，同时也是‘‘理想反射面”。在 
这种面上的边界条件簡单 地为& = 0,它和导体面上靜电場的边 
界条件相似。但是和恒定电場的情况不同，在交变場內，这条件的 
滿足自动地导至对磁場的一定条件也得到滿足。即是由于方程 
(Wo)H-rotE, 从表面上 E, = 0,得到等式 H n = 0 o 由此可見，在 
交变电磁場內，在“理想导电”面上，磁場的法向分量变为零。在这 
种意义上，这种表面类似于恒定磁場內的超导体面。 d 


例 题 

’ 試求从小阻抗的平面发出的（一定頻率的）热輻射强度… 

解.按照克希霍夫定律，从任何表面射到立体角元也內的热輻射强度 

dig 絕对黑体表面的輻射强度邮）的关系为式中 B 为該表 

j 

面对自然光的反射系数。利用公式 (67.13) 和 （67.14) 算出 ( Bi 十 
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+ b b )，丼考; t 到从絕对黑体表面的 韫射 是各向同性的 ( di 0 ^ i 0 ( ^ y 于是我 
們得到 " 

嘗 

2 

° cos 々 +2 . f > 二 . 奸 r > 2+ — — l cosgsing ^ 

0 

进行积分幷略去 r 的髙次項后，我們求得’ 

T - 1 2 r o ,rn 

— f lrif, 2 + f 2 + l arctg 厂」. 

特別是对于阻抗由 （67. 3) 式求出的金屬而言，我們有 (m = 1) 

f 0 = V / "^7[ ln ^ £+1_ i } 

¥ 

§68. 波在不均勻媒质內的傳播 • 

>. r 

我們現在来硏究电磁波在电学不均勻但各向同性的媒质內的 
傳播現象①。在麦克斯韦方程 ‘ 

rohE = —H, rotH — — i s—K 

c c 

內（我們处处令 M 二 1)， s 是点的坐标的厍数。将第一式內的 H 代 
入第二式內,得到 E 的方程为 

AE +.^-E — grad div E = 0. (68. 1) 

' f c 

消去 E 后，得到 H 的方程为 

A H + ^H+—[Va-rotH]=0. (68. 2) 

c s 

在“一維”情况下 ， s 只在空間內的一个方向变化，使得这些方 
程可 以大为 簡化。选擇这方向为3軸，幷且我們硏究傅播方向在 
以平面內的波。在这种波內全部的量都与^坐标无关，而且由于 
在冗 軸方向媒质是均勻的，因而我們可以只須硏究与 X 的关系，这 

①关于各向异性媒质內的波傳播現象，参閱 fl . JI . AjrinepT . B . JI . rHH 36 ypr h 
E . JI . ^peitHoepT 的书“无綫电波的傳播”， —3., 1953。 
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关系由因子給出，其中为常数。当 K = 0 时，場只与 z 有关， 
也即是說波“垂直地”透射过的物质层。如果/<辛0，則就 
說波 • 

这时必須分別（当 K _0) 两种独立的偏振情况。在一种情况 
下，矢量 E 垂直于波的傅播平面（也即是沿^軸方向），而磁場 H 
也相应地在这平面內。于是方程 (68. 1) 变为 


謖«-今 0. 


(68. 3) 


在另一种 f 况下，場 H 在2/軸方向，而 E 在傳播平面內。在这种 
情况下，从 (68. 2) 式出发更为方便，由它得到 


鑫 (+ If) + 


H = 0. 


(68. 4) 


我們将約定分別称这两种类型的波为五波和 丑波。 

当傳播条件接近于几何光学条件时，在这种重要情况下，这些 
方程可以在普遍形式下解出。下面我們假定函数 sO ) 为实数®。 
在 （68, 3) 式內， 27 r / x / r j "为 Z 軸方向的“波长”，其中 

/(^) ― a & 2 — k 2 . 

庐. 

几何光学近似相应千不等武： 


生 — 《1 
dz V 了 《’ 


(68. 5) 


而 （68. 3) 式的两个独立解的形式为 . 

( 6 & 6 ) 

, 条件 （68. 5) 在/-0的点附近（如果存在这样的点）显然被破 

坏。我們設这一点为3 = 0,而且当2<0时/>0,而3>0时/<0。 


①方程 （68.3) 在形式上和量子力学中粒子的一維运动的薛丁格方程相似，而几 
何光学近似相当于准古典情况。 T 面我們写出最后的結果，对于它們的推导过程，請 
参閱量子力学課程(.参閲“量子力学”第七章）。 
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在离开^ = 0的点两側相当远处， （68. 3) 式的解为 （68. 6) 的形式， 
但是要在和^<0的区域內建立这个解內的系数之間的关 
系，必須硏究 （68. 3) 式在 z = 0 附近的精确解。在这点附近，函数 
iO ) 可以展开为2的幂級数，幷写为/= - 郎的形式 q 年是方程 

属 

d^E 切 n 

，一秦0 

的解为' 

(68. 7) 

a J/0 

它对所有的 z 値都是有限的，式.中 

称为换里 （ Airy ) 两数（我們处处略去芯內的因子 e -^ t+iKX ) 0 当 M 
很大时， （68. 3) 式的解的漸近形式为‘ 


J cos + u^jdu 


或 



z 


当之<0, 


( 68 . 8 ) 


2 1/ 1 1/46 ° ，当之〉 0 ， 

系数欠和 （68. 7) 式內的相同。这些式子中的第一式代表从3軸正 
方向入射的波和从平面^ = 0上反射的波所疊加而得到的駐波。 
这些波的振幅相同（等于 i /2 f 1/4 )， 也即是反射系数等于1。只有 


指数式衰减的場透入到^>0的区域。 ^ 

在趋近反射点呼，如从 (68. 8) 式分母內存在因子#所表明 
的，波的振幅增加。但是要求出这点紧邻近的場値必須利用 （68. 7) 
式。 k 个函数在的区域內部单調地衰減，而在2 的区域 

內則是振蕩的，而且1到的极大値逐漸地减小。当 — 1.02 
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. • — ■ ■■ ■ >- -- - -■■■'■ . — • 

时达到第一个最大的极大値，幷等于 

JS = 0.949 •Aa^. 

到此为止，我們写出了芯波的解。容易看出，在几何光学近似 
內，对于 丑波也 可以写出完全相似的公式。如果在 （68. 4) 式內代 
入 H = uV^s ,則所出現的 s 的导数为与 m 相乘，而不是与 V 相 

乘，然后略去含有这些导数的項[由于条件 （68. 5)，这些項很小], 

/ 

于是得到 S 数 的方程为 | 

d^u i / sco 2 2 \ n 

> =0 ， 

这个方程和 （68, 3) 式相同。所以，丑.的全部公式与 （68. 6)—(68. 8) 
式只是相拳一因子 V s 。 • 

当傾斜入射的波 （/ c 妾 0) 从物质层反射时[其中 通过零 

点 L 两种波的行为发生重大的差別。这时波从 f ( z ) — Sk 2 — K ^ = 0 
的平面上反射，也即是“不能到达” 5 = 0的点处。必波只以指数式 
衰戚場的形式透过这平面外。而当 H 波在这种衰减場的总本底上 
反射时，在 a = 0 的点附近場剧烈地加强（参閱本节例題1)®。 


例題 

1. 試求傾斜入射 O 辛 0) 的 H 波反射时在6 = 0的点附近的电場。 

解.設在^ = 0的点处£ = 0;在达点附近，我們写出£ =似，于是 (68.4) 
式变为 

一丄爭 + (说 2 名一 k 2 )H = 0. 
dz 2 z dz 

按照綫性微分方程的普遍理論，这方程的一个解(我們令它为 HiU )) 在 z^O 

处无奇点，而把它展开为 z 的幂級数的第一項为: 

„2 ^ 

= 2 r 2 + — ■•: 


①应注意的是，这一个点是 CS6. 4) 式的奇点，因此在这一点附近，几何光学近似 

氟 

不餡应用，尽管 / O ) 不变为零和条件 (66.5) 不被破坏_ 



S 96 


第十章电磁波的傳播 


第二个独立解具有对数奇点，而它的展幵式为 

場 HO) 由这两个解构成，因此当^0时趋近于常数(我們把它表示为 H 0 ) o 

、〜 ' 

电場分量內的主要項为 


i 3 TI 

Tic 


iK 2 H t 


ln(^) / 



i BM 
Sk^dx 



kTI 1 
ak z 


也卽是当 0—0 时变为无穷大。当然，实际上由于媒质內必然存在小的吸收 

(也卽是€的虛薮部分不为零)，因此場只能达到比較大（与周圍的弱本底比 

♦ *■ 

較)而有限的 数値。 - 

2. 設“表面”波沿巧种媒质的分界面而傳播，这两种媒质的介‘常数 
，分別为心和- hl， 这波^两种媒质內部傳播时发生衰减。試求这种波的頻 
率与波矢量的关系式。 

m ； 选擇分界面为邛平面，波沿 a 軸方向傳播,而場 h 与 y 軸平行。設 
上半空間 z >0 被正介电常數£,的媒质所充滿，而下半空間被負介电 
常数 h 的媒质所充滿。我們求得2—士如时衰减的波內_場为 

H , = H Q e^ K ^ 9 kp 扣 — ^心， 当名> 0 , 

H2 - H 0 e^ +K ^ y ^ = 当2<0， 

其中为实数。£^ =孖为速續的边界条件已被滿足，由为連續 
的条件給出 


1 1 dH 2 

lz = i^ dz ’ 



只当 


ei <\ e 2 \ 


(当然 e/ 2 <0) 时，这等式才被滿足。这时和0的关系式为 

、 把 c ^\e 2 \^e { y 

容易证明，“表面” E 波的傳播一般是不可能的。 
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§69. 互易定理 

描写任意媒质內細导綫源所发射的电磁波，是利用下列 方程： 

rot E — i—H'y rot H= — i— D+ (69. 1) 

g c c 

式中札为导綫內流过的“外来”（对媒质而言）周期电流密度。 

設媒质內，有两个不同的源(頻率相同）。我 — 用下角标1和2 
表示由这两个源分別产生的場。媒质可以是不 W 匇的和各向异性 
的。下面对媒质的性质所作的唯一假定是滿足綫性 关系： A- 
= SifoE ^ Bi = a ；, 其中 A/o 和为对称張量。在这些条件下， 

可以导出联系两个源的場和其中外电流的关系式。 

我們分別用 H 2 和芭 2 乘下列二个 方程： • 

rot Ei = 、 

rot Hi= — iM>i + 土工 j2 )， 

c 

幷用 - Hi 和 - E t 乘£ 2 和只 2 的相同的方程。把这些方程相加 
以后，我們得到 

(H 2 rot Ei - Ex rot H 2 ) + (E 2 rot Hj rot E 2 ) - 

=i—(BiH.-- 1 HJi 2 ) + (EiD 2 - DiEa) + 
c C' 

+ 么 am). 

c 

于是等式右側的头两 

項变为零。左側按照熟知的矢量分析公式变換后，我們得到 

o 

我們将 Jb 式对全部空間积分；于是等式左側的积分变換成对无穷 
远表面的积分，因而变为零 。 因此，我們得到 


398 第十章电磁波的傳播 

j (69. 2) * 

左側和右側的积分;分別对第一源和第二源的体积进行，因为只在 
这些体积內电流和才不为零。由于导綫很細，其中一导綫 
对另一导綫的場的影晌，可以忽略不計，因此， （69. 2) 內的 Ei * 
E 2 分別代表第一源和第二源的輻射場，为每一源在另一源的位置 
上所产生的，仿佛后者这时不存在公式 （69. 2) 也即为所求的关 
系式，称为互易定理。 、 

如果源的綫度小于波长，也小于它們的相互距离，則互易定理 
的表达式可以簡化。每一源的場在另一源的綫度范圍內变化很 
小，因而在(69_ 2) 式內，可以将 Ei 和 E 2 移到积分号外，簡单地把 
它們写为 Ei (2) 和 E 2 ( l )， 其中1和2表示两源的 位置： 

E 2 (l)| j^ ) dF 1 = E 2 (2)| }^dV 2 . 

积分 J udV 不是別的，乃是源的总偶极矩深对时間的导数。因为 

多= - io > 汾，因而最后得到 

E 2 ( l ) S » l - E 1 (2)^ 2 . (69. 3) 

这种形式的互易定理当然只能应用于偶极子的_射。若源的偶极 

矩等于零（或者异常小），則从普遍公式 （69. 2) 变換到 （96. 3) 所作 

的近似，是不充分的（参閱本节的例題1)。 

/ 


例 題 


1. 試导出四极子輻射源和磁 f 禺极子輻射源的5：易定理。 


解. 如果 flWF = 0, 則在 (G9.2) 的积分內，必須取展幵式內以下的 項: 

J 1(^+^) X 

x J i^kju +^ijik > )dV 1 + 一 ( 阳 1 i 一 x ih\c)dVx 


§69. 互易定理 


399 


(为簡单起見，已略去 i 上的下角标“外”字）。我們引进四极矩張量和磁矩矢 
量为 

— iu>Dijc = J{3 (xijfc -Vxjcji) —2di] C ri}dV ) 

利用方程 rot E = 丼考虑到在輻射源附近 ， s = 常数（由此 di V E = 0)， 我 

們得到 _ 

由此看出，对于四极子輻射源，亙易定理为 

( 抓 2i ⑴ .aE 2fc (l)\ (1 , fdE u C2) 3E ik ^\ 

\ + ) Di ^\ dx k +H 严 ， 

而对于磁_极子幅射源，互易定理为 

®2(1) At - y ^ Bi (2)^2- 

2. 試求均匀的各向同性媒质內偶极子輻射源的强度与媒质的介电常数 
芒和 p 的关系。 

解-由代入 

e =V + e ，， h ^ h -= 夫， 

C 69.1) 式变为 , 

rot E f = rot H f = — i — E f +— 

C C 9 c 


其中不包含 e 和 / x ， 
为① 


这些方程对于偶极 子輻射 的解給出波带內的場的矢势 

A ' = c ~ k —’ 


式中馬为至辐射源的距离。在这里和下面，我們略去了对計算强度不重要的 
相因子。因此看出，对給定的 U ， 可以写为 A ^ A a , 此处的下角标0表示眞 
空內的幅射源場。对于 IT 和 E ' 我們有 

H f = i[k^J=i\/I^CkA 0 J = v/iZHo， E^ = H f . 

由此得 


H = E == / iEo > 

而輻射强度为 ▲ 

3 l 

Z*=/ 0 /xk 玄， 


①参閱 “ 場綸 ，，第 二版 ， § 67 
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此卽为所提問題的解。 

% 

§70 空腔諧振器內的电磁振蕩 

我們来硏究由理想导电壁所圍成的眞空腔諧振器內的电磁 
場。眞空內的单色場方程为 ' 

rotE = i — H , rotH =- i — E . (70. 1) 

c c 

理想导体（即阻抗€ = 0的物体)表面上的边界条件是 、 

，’ E , = 0, H n ^0. (70.2) 

要求出这問題的解，只要硏究 E 或 H 就够了。例如，从 （70. 1) 式 

4 

內消去 H 后，我們得到 E 的波动方程为 

AE + ^ E -0, (70.3) 

c 

此外还必須添上一 •个 方程： 

參 

divE = 0， (70.4) 

这方程不能从 (70. 3) 自动得到。根据边界条件 E , = 0 解这些方， 
瑝，我們就可以求出場 E ， 然后从 （70. 1) 的第一式可以直接推导出 
H ， 而且边界条件 / J » = 0 自动地滿足。 

当空腔的形状和大小給定时， (70. 3) 和 （70. 4) 式只对^的某 
些完全一定的値有解，这些値称为諧捩器的电磁振蕩的本征頻 
£® o 当 €-=0 时，电磁場不能透入到金屬內部，因而不存在損失。 
^ 以，全部本征振动是非衰咸的，也即是全部本征頻率为实数。諧 

.①当諧振器的空腔掖£和 m 异于1的非吸收电介质充滿时,对这种諧振器的全 
部公式，可由在空腔諧振器的公式內分別以 e VTE ， 代替 o #、 E 、 H 而 
得到。这可从下面的事实看出，在这种变換下， （70.1) 式变成媒质內的正确表究斯韦 
方程： ' 

• rot E — t—/iH, rot H = — i—£E. 

c c 

特別是媒质的出現使本征頻率减小倍。 
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振器的本征頻率的数目是无限多的。其中最小頰率的数量級为 

c 

1 I 

式中 Z 为諧振器的綫性綫度。这从量綱的考虑可以直接看出，因 
为 Z 是表示問題条件的唯一的量綱参量（当諧振器的形状給定 
时）。大的本征頻率彼此非常靠近，而且在^的毎单位間 
隔內的数目等于 

Vco 2 

9 

o ~~2^3 ， 


它只与諧振器 的钵积 F 有关，而与諧振器的形状无关①。 

諧振器內的电場能和磁場能的平均値（对时間而言）分別由下 


列积分得出 




我們現在证明，这两个値彼此相等。利用 （70.1) 的第一式，我們 


写出 


j HH*d^ = ^Jrot E rot ^dV. 


分部积分第二个积分: 


jrot KrotE^cff 7 = f rot E] _ Je rot rot dV . 

因为在体积的边界上， Ef =0, 因而面积分变为零，剩下 


j|H| 2 d 7 


E rot rot 


KA^dVy 


或者由子 070. 3), 有 


|H| 2 dF= |E|W, 


(7 a 5) 


①参閱“場論”第二版02。 
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这就是所要证明的 ®。 

假定諧振器壁的阻抗等子零，我們就得到諧振器的非衰减振 

礞 

蕩。現在我們来硏究，諧振器壁存在小而有限的阻抗对本征頻率 
的影响如何？ 

諧振器壁上一秒內所耗散的平均能量（对时間而言），可以計 
算为从空腔內的电磁場流入器壁內的能通量。考虑到阻抗为€的 
物体表面上的边界条件 f 67. 6)，我們可以写出能通量密度的法向 
分量为 1 

07T OTT 

式中 f 为 C 的实数部分。这个式子內包含有小因子 G 在第一近 
似下，可以把 H 理解为由解€ = 0的問題而得到的場。总能量耗 
散由下列积分得出： 

(70.6) 

上式对諧振器的內表面进行积分 o 用两倍的总場能，即 

音去{(叫 2 +_ 2 )祝=去{_ 2 ’ 


除 （70. 6) 式，即得到場振幅随时間的衰戚率。 

衰戚 率由复数頻率 co = o / + io >" 的虛数部分决定②。把公 
式写成复数形式 •. 


1C 

Y 


^_ 

|H|W 

_ 


(70. 7) 


① 我們把 E 和 H 理解为对应于一特定本征頻率的場强度。&不难地证明，对 
萤于两个不同本征頻率和抑的濞，滿足正交关 系式： 

j E a ^*dV= ^H a Hi,*dr=0. 

② 在无棧电工程中，通常是引进諧振器的品质因数来代替衰减率卜"|，品质因 
玫定义为比値 CU /2 jo ;"|。 
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* ♦ 

co 和 co 。 分別为計及€和未計及 C 的頻率値，利用上式，我們不但 
可以求出衰咸率，而且可以求出本征頻率本身的改变。如我們看 
到的，后者由 C 的虛数部分决定。在§67中曾經指出，通常是 
因而本征頻率减小。， 

在实际計算中更为方便的是把 （70. 7) 式分母內的$积分变換 

为面积分。变換后的結果为① - 1 ， 

. ♦ 

j | Hi 2 dF = ^^)(! H | 2 -| E | 2 )( rdf ). * (70. 8) 


例 題 


1. 試求具有理想导电壁的长方形平行六面体形状的諧振器内的本征振 
动頻率 o 

解. 选擇平行六面休的长为 〜， a 2 , ％的三个棱为 a y ， s 軸。 （70.3) 和 
(70. 4) 式的解滿足边界条件 E , = 0: * 

E x = Ai cosk x x sink y y sink z z * e^ io)t 7 ( 1 ) 

对 E U ， E Z ， 有类似的式子，其中 


fl^TT 


Tl^rr 

«2 


C *3 


( 2 ) 


Wl ， n 2 ，別 为正整数。常 数山， 』 2 , 也的关 系式为 


①由于矢量 H 与表面相切，我們恒珂耨到 

今 (HH”(rdf) = 今 (HH 芈 )(rrff ) - + (Hr)(HVf) 一令 (H^r)(Hdf) 

利用代換:我們把右測的积分变換为体枳分，幷利用 （70.1) 式，我們得到 
(^CHH*)(rdf)^iA:jrC[HE 4 ]- [H*E])rfrn- JhHMK. 

j J 

由类似方式,考虑到恒等式[1*[肛说]]=肛030-0肛)办=0(由于边界条件仏= 0); 
我們得到 

+ (EE*)(rdf) = -+CEE”(rrff) ++ (Er)(E*df)+ ) = 

=r([HE*]- jEE*dF. 

将得到的两个等式相减，井考虑到 （70. 5) 式，我們就得到公式〔70. 8). 
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A \ k aB + A^ky + A ^ k z = 0, 


(3) 


而本征頻率为 


cW + fc ^ + A :/). 


从 (1) 式算出磁場为 


. c 


—i—iA^ky —A^kz) sink x x o.osk v y c,osk z z* e ^ icot 9 


对 ffw 有相似的式子。 

• 若以，〜 ，〜 中有二个或者三个全等于零，則 E 三0。所以，和第一个(最 
小的）頻率相对应的振 动是： 三个数中有一个等于零，而其他两个等于1。 

由于关系式(3)， （1) 式的解(其中化， 2 ， w 取給定的不为零的値）只包含 
二个独立的任意常数，也卽是毎一本征頻率为二次簡丼的。«1, ^2, ^3中有一 
为零的頻率是非簡幷的。 

2. 試求球形諧振器內(半徑为 《) 电偶极子和磁偶极子的振动頻率。 

解. 在电偶极子型的球形駐波內，場 E 和 H 的形式为① 

E= e^ i0}t rat rot^^---b )， 

H = - fA : e -— rot (^^ l > > 


式中 b •为恒定矢量，而 = 由 r = a 时的边界条件 1> E ] = 0,得到 方程: 

o ^ 


etgfca = ——fca. 


它的最小根为 = 74。頻率 74^* 为球諧振器本征頻率中最小的頻 
率。 

在磁偶极子型的球駐波内， 

. E = )， 

H = e -^ rotrot(-^b } 

由 E 的边界条件得到方程： 

tgka = ka. 

它的第一个根为如= 4 从 


①参閱“摄論”第二版，§ 71。 
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§71. 电磁波在波导管內的傳播 


与前一节所硏究的具有有限体积的諧振器不同，波导管是一 
无限长的空腔，即一无限长的空管子諧振器內的本征振动代表 
駐波，而在波导管內的波，只在橫方向上才是“駐波”，而沿波导管 
的长度方向，可以傳播 行波。 

我們現在来硏究截面为任意形扶（单連通的）幷沿长度方向都 
是一样的直波导管的情况。首先，我們假定波导管壁是理想导〖本。 
选擇波导管的长度方向为3軸。在沿 Z 軸方向傳播的行波內，各 
个量与 Z 的关系由因子沪#給出，其中也为常数。 

这种波导管內的全部可能的电磁波可以分为两种类型：其中 
一种为&二0,另一种为尾 ^0( 瑞利1897)。在第一种波內，磁 
場是純橫向的，称为电型波或芯波，在第一种波內，电場是純橫向 
的，称为磁型波或丑波©。 一 

我們首先来硏究芯波；由 （70.1) 式的^分量和 y 分量給出 

令 - Hc z E y = i—H,y —爭 + ik z E x = i^H yJ 

c dx c 


ik z H y ^ i—E XJ ih z H x 



式中弓1、进了符号： 

4 

① 卞靣我們写出适用于眞空波导管的公式。利 m 400頁底注內所指出的变換， 
可以过渡到充滿非吸收媒质的波导管的公式。 • 

② 尺波和波也分別称为波和7^波（“橫磁波”和“横电波”\ 
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由此可見，在芯波內， E 和 H 的全部橫向分量可以用电場的纵向 
分量来表示。后者应由解波动方程而得到，这波动方程的二維形 
式为 

△成 + k 2 私 = 0, (71,2) 

式中 A 2 为二維的拉普拉斯算符。这方程的边界条件 是：在 波导管 
壁上， E 的切向分量变为零。为此只須要求在截面的边界上 

E z = 0 (71.3) 

就行了。按照公式 （71. 1)，分量为私，尽的二維矢量与戽的二維 
陡度成正比。 因 而当滿足条件 （71. 3) 时， 在砂平面內的 E 的切 
向分量也&动地变为零。 

由类似方式，在 H 波內， E 和 H 的橫向分量可以用磁場的纵 


(71. 4) 


(7 L 5) 

(71. 6) 

按照公式 (71. 4), 这条件保证了 H 的法向分量变为零。 

« 

由此可見，确定陂导管內的电磁場的問題，归結为求二維波:动 
方程 a 2 /+//== o 的解，而其边界条件为或在截面边界上， 

i ^= o 0 对于給定的截面边界，只对参量沪的完全一定的本征値， 


向分量表示，即 




9H Z 
dx 9 

Hy^ 

ik z 9H Z 
k 2 dy ， 


ico 

dH z 

噙 

ico 3H 

2 

CK 


爲 = 

ck 2 2x 


纵向場由下列方程的解給出： 

A 2 H z + k 2 H z = 0 9 

荞边界条件为•.在截面的边界上 

9H 


dn 


=a 
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才存在这种解 o 

对 K 2 的每一本征値，我們得到頻率 CO 与“波矢量”也之間的 
关系式为 

O^c 2 (的 +K 2 ). (71. 7) 

沿波导管长度方向傳播的波的速度由下列导数 得出： 


3 co 


ck 


z 


、 k ‘ 


对給定的 K, 当 h 从 0 变到％时， „ %从0变到 


(7L 8) 


在波导管的长度方向，能通量的平均密度（对时間而言）由坡 
印廷矢量的 z 分量得出。利用公式 C7L 1), 由簡单的計算，对于芯 


波得到 

将瓦对波导管的截面面积进行积分，即得到总能通量 A 于是我 
們有 

f ( VE Z \Et^dl- ^E%^E z df. 

第一个积分对截面的周界进行，由于边界条件冗3 = 0,該积分变为 
零。在第二个积分內，我們用代換 A 眞 ，最后得到 

(71* 9) 


对于丑波，以代替私， 得到 相同的式子。 • 

类似地，可以算出电磁能的密度 W (屬于波导管单位长度）。 
但是更簡单的是从 g 直接导出 TT ， 因为必須空=诼％。例如，从 
(71. 8) 和 （71. 9) 式，我們得 i 〗 、 

_ w =s^~A^ df - (7L10) 

从 （71. 7) 式得出，对于每一种类型的波（相应于 k 2 的一定値) 
都存在一个极小的頻率，等于 c / c 。 当頻率更低时，这种波的傳播 
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即成为不可能。但是在〃的全部本征値中，也有一个，小的不为 
零的本征値 x min (参閲下面)。所以我們得到 結論： 存^一最低的 
頻率下限， w min = c / c min , 在这頻率以下，无論是那一种类型的波， 
都不能沿波导管傳播。 co min 的数量級大約为 c / a ， 此处 a 为波导 
管的橫向綫度。 

但是这种断言只适用于单連通截面的波导管，也即我們到此 
为止所假定的。对多連通截面的波导管情况截然不同。在这 
种波导管內，除了上述的五波和丑波外，还可能傳播一种类型的 
波，它的頻率不受任何条件的限制。 ’ 

这种类型的波称为主波，它的特征为 = 即〃 = 0); 其傳播 
速度和光速 c 相等。我們現在来說明这种波的主要性质。同时我 
們将看到这种波所以不能在单連通截面的波导管內傳播的 原因。 

主波內的全部場分量滿足二維的拉普拉斯方程 A 2 f = 0。 当边 
界条件为时，这方程的唯一解是 f 三0,它在全部区域內（单 
逢通或多連通的）都是正則的。因此在主波內，或^ = 0。 - 

当边界条件 ¥=-0 时，正則解为/二常数。但是容爲看出，当 

an ’ 

J = 时，这个常数只能为零（我們記住，常数所表示的量与 Ay 

无关；它与$和《的关系則由因子 〆 ^^^^給出）。实际上，将 

下式 • . , 

= + H ^ = 0 

3x dy c 

对截面面积进行积分，我們得到 

♦ H n dl+^H a df = 0; 

由于在截面边界上 Hn -0 和在截面面积內，为常数，由此得到 

①这里所說的旣是指两个互相表里的波导管 C 一个在另-个里面）之間的空間, 
也是指两平行导綫外的空間而言。 
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由此 可見，主波是純!^的橫波。当£^ = ^2 = 0时，由 （70.1) 
式的％ 分量和^分量給出： 

— Ey ， Hy = E X ， (71. 11) 

也即是場 E 和 H 互相垂直，幷且絕对値相等。这些場由下列方程 


求出: 


div E = 


遇 

dx 


抓 y 


0， ，（ rotE ) 洛 


dUy 

dx 


% 




0, 


其边 ，界 条件为 Ee = 0。 、 * 

我們看到 ， E (因而 H ) 与％,?/的关系由二維的靜电問題 E = 
= — V29 的解得出，其中場势9滿足方程 A2SP — 0^边界条件为 
=常数。在单連通区域內，这边界条件表明9=常数（因而 E = 0) 
是全区域內唯一的正則的解。由此也就证明了这种类型的波不可 
能在单連通截面的波导管內傳播。在多連通区域內，边界条件內 
的常数値，在不同的边界部分不一定相同，于是拉普拉斯方程具有 
非寻常解。这时波导管橫截面上的电場分布，相当于具有給定电 
势差的电容器两板間的平面靜电場。 

到此为止，我們假定了波导管壁是理想导体但波导管壁上 
存在的小而有限的阻抗引起能量的損耗，因而也引起波沿波导管 
傳播时发生衰咸。衰减系数的計算，和前一节內計算諧振器內电 
磁振动随时間的衰咸完全相似。 ’ 

波导管壁上1秒內所耗散的能量（屬于单位长度）由下列积分 
得出： • 

忐 H ㈣ ， 

这积分对截面的边界进行； H 是假定时算出的磁場。用沿 


①我們注意到，特別是只在这种条件下，严格区 分为仏 =0的波和方;^0的 
波，一般地才是可鸽的。 
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波导管的仁倍的能通量？除这个量，我們就得到所求的衰减系数 
«。在这种定义下，《給出沿波导管长度方向按戚弱的波振 
幅的衰减速度。 

由 （71. 1) 或 （71. 4) 式，将全部的量用戽或来表示，我們 
得到芯波:的吸收系数的公式为 


，， （〕 \ V ^ E z \^dl 

一 ‘ J _ 

2k ^ c ^\E z \^df 

对于//波“ 

_ 0 K 2 C r 手 {|H,l 2 + ( 珀 /〆 ） \^HA 2 )dl 

a 2kz< ° [\B z \^dj 


(71. 12) 


(71. 13) 


在实际的計算中，把分母內的面积分变換成沿边界的綫积分更为 
方便。我們在这里引进这样得到的公式，它們的推导过程和 
(70. 8) 式的推导过程完全相似，这些公式是 

j" | E z \^\df = <j) (nr) \ W^E Z \^dl f 

. (71. 14) 

^ \H z \^df = ^^ (nr} W\H^-\^H z \^dl. 

当 ^—0, 即頻率时， (71. 12) 和 （71. 13) 式趋近于无穷 
大。但是这时这些公式已不能应用，因为推导它們时曾假定 K 小 

于今如 ' ， 

公式 （7 L 12) 和 （71. 13) 不能应用于主波（在多連通截面波导 

管內的），因为在主波內芯0、丑3和 k 全等于零。在这种情况下，可 
以把全部的場分量用标量势9来表示。考虑到在主陂內，場 H 和 
— ^^9相互垂直，幷且数値相等，我們得_到主波的吸收系数的 
表达式为 




71. 电磁波在啟等管內的傳播 411 

(71. 15) 

当吸收系数不太小时[因而公式 （71. 15) 不能应用]，如果波长 
cfco 大于波导管的橫向綫度，則在这种情况下，主波沿波导管的傅 
播可以比較簡单地来硏究。 

如上面所指出的，主波內的橫询电場在任何时刻都相应于带 
有数値相等和正負号相反的电荷的波导管壁所組成的电容器內的 
靜电場。我們用土 e (2) 表示波导管单位长度上的电荷。这些电荷 

与波导管壁上流过的 电流土 由“連續性方程”联系起来： 

de 9J 

或者对于单色場， 

. dJ 

%coe = 

其次，設 C 为波导管单位长度的电容，波导管壁間的“电势差”为 


\v^\ 2 di 

2f|V 29 !W 


9 2 -9 i 将它对$求微分，我們就得到維持波导管壁內电流流 

过的电动势（我們記住，有吸收时場不是純粹橫向的）。，令这电动 
势等于(其中名为波导管单位长度上的阻抗)，我們得到 



代入其中22和 i 分別为波导管单位长度的电 

c 

阻和自咸）后，我們就可以从单色的电流分量化回到为时間任意函 
数的电流。再假定沿波导管长度方向的电容为常数，我們就得 
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到所謂电报方程： 

— 诗 - 碏-皆 o. — 

当电阻不存在时（及=0)，正如所預料的，这方裎化为波动方 
程，波的 r 專播速度为 

# 

例 題 

1. 試求沿长方形截面（边长为 a、&) 的波导管傳播的波的£値。幷求出这 
种波的衰减系数。 ‘ 

解、在 E 波內②， 

£^ =常数 . sinivc sinfc y y ， 

式中 

而 A-n 2 为从1幵始的整数。在 H 波內， ’ 

H z = 常数 • cosk^x cosk v y 7 • 

而且〜和化中有一个可以等于零。在两种波内， 

K ^ = kl-\-hl= 7T 2 ^ +^f )• ' 

K 的最小値相应于 Hi。k( F 角标表示〜，〜的値），幷且= 

G 

>&)o 

从公式 (71.12) 和 (7：L 13), 可以算出衰减系数，对于£波，它等于 

a = i ^ C ^- (fc - b+ ^ a) » 

对于波， 

fW ,2('、 

a == ^ bV a+ ^> 

① 当截面給定时，从求•^和 Z 問題的数学等软性，可以樽到拿式/乂?=1。理想导 

体表面間的电場和磁费互相垂直，幷且大小相等（参閱 （71.11) 式），而且导体表面的場 
値，在第一种情况下决定电荷密度，而在第二种倩况下决定电流密度。因此，遢能和电 

荷平方或电流平方之間的比例系数(去和也相等 • 

② 我們处处都略去了因子^ 
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而对于 H n ^ % 波^!， 化羊 0)， 

a= ^^[ a+b+ # (巧 a + fc 0)]_ 

2. 所求与例題 1 相同，但波导管为圓截面的（半徑为^)。 

解.解极坐标 r 、 p 表示的波动方程，在 E 波 Pi ， 我們得到 
. E 产常数•及 Ur)^ 卿， • 

其条件为/«(^0 = 0,这条件給 m &的値。在 h 波內，私由相同的公式給 m: 
而 K 的侦 由条件 JU^)=( /求出。对于 Hi 波，《为最小値，幷且 Kmi n = 
L 84 


由公式 (71. 12)-(71.14)，可以算出衰减系数，对于£；波，它等于 


cak^ f 


而对于沒波， 


W 

ujlc^a 


1 + 


c 2 ~ K 2 \ a 2 K 2 一 V 2 ) 」• 


參 §72. 微粒对电磁波的煞射 

我們現在来硏究宏 观粒# 对电磁波的散射現象，粒子的綫度 
小于被散射波的波长入〜 c / cu (瑞利，1871)。当这条件滿足时，粒 
子附近的电磁場可以认为是均勻的。粒子在均勻的周期場內得到 
一定的电矩深和磁 矩虜， 它們对时間的 k 系由因子 e ， 給出。于 
是散射波可以描写为由这些交变矩所引起的輻射的結果。在距离 
粒子比 X 大的距离 i2 上，波带內被散射波的場由下式給出 

矣 （[ n 努] +[ n [ in ]]}， ， (72. 1) • 

E r = [ H ' n ], 

式中的单位矢量 n 指出散射 方向， 而切和 i 的値必須取在《 - #的 

0 

时刻（被散射波的場，我們用带撇的字母表示，而入射波的場用不 


①参閱“場論”第二版，§ 77。 
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带撇的宇母表示）。在立体角 do 內散射的輻射的平均强度对时間 
平均）等于 

^7-4- -A- 

2 4 tt 

除以入射波內的能通量 密度； 


07T 07T 

我們就得到有效散射截面。 

如果粒子的綫度不但小于 X ，而且也小于相应于粒子物质內 
的頻率 w 的“波长” S , 則贷和 W 的計算特別簡单。在这种情况下， 
可以从均勻的外靜电場的公式算出粒子的极化率，当然其唯一的 
差 別是： 对于 S 和不是取它們的靜电値，而是取相应于給定頻 
率 O 的値，若如通常的情况一样， P 接近于1，則在 (72.1) 內可以 


略去磁偶极子項。 . 

例如，对半徑为《的球形粒子，我們有（参閱 (8. 9))： 


化7« £ ，《 = ^^， （72.2) 

和有效散射截面为 ' 

da - = c 4\ a \ 2 V 2 ^ itY 2 9 do 9 (72. 3) 

C 

式中 (9 为散射方向 n 与綫偏振入射波的电場 E 方向之間的夹角。 


总有效截面为 


8tt 1 ot 1 % 4 F 公 

3 c 1 ^^ 


(72. 4) 


有效截面依賴頻率的关系，由因子 W 和极化率决定。如果頻 
率很小，以致 a 的色散不存在，則散射与 W 成正比。我們还注意 
到，有效截面与粒子体积的平方成正比。 

如果入射波不是偏振化的（自然光），則要得到微分有效截面， 


必須将 (72. 3) 式对垂直于入射波傳播方向（即其波矢量 k 的方向) 
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的平面內的矢量 E 的所有方向求 
平均。我們用办和 SP 分別表示极 
角和 II 方向相对于 k 方询的方位 
角（而且9从 k ， E 平面算起）， 
則我們得到 cos 沒 ―, sind C0S9 
(图32)，于是 

dcr = ^* j <31 1 2 F 2 (1 — sin 2 *& X 
， c 

\ 

x cos 2 9 ) do . (72. 5) 



图 32 


对求平均値后，我們得到非偏振波的有效散射截面的公式 


为① 


dcr = -^xT /2 1 a| 2 (1+ cos 2 0)do, 
2 c ^ 


(72. 6) 


此处0为入射方向与散射方向間的夹角。 


从 (72. 5) 式，也很容易求出被散射光的消偏振度。为此，我們 
注意到当 E 的方向一定时， E 的4向在 E , n 平面內。所以，被散 

射陂內的电場 W 的方向在 k ， n 平面（散射平面）內或者与它垂直， 

/ \ • 

将分別視矢量 E 相对于 k ， n 乎面的方位角等于9 = 0或而 

定。設 A 和 Ji 为具有这两輛偏振方向的散射 强度； 消偏振度定 

义为这些量的最小値与最大値之比。按照 （72. 5) 式，我們得到. 

、 

(72. 7) 


如果散射粒子的介电常数很大，則 S 〜 c / coV ^« 、于是粒子 


的綫度这时可以小于入，但不小于弋 在+的 第一近似下，粒子的 

& 


①-为以后参考起見，我們列出 公式： 

sin 2 汐 = i(l+eos2 旮 ). 
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电矩可以当作导体 — 〜）在均匀恒定外电場內的电矩而簡单計 
算出来。但在这些条件 T 計算磁矩时，粒子內所发生的感应电流 
非常 重要， 因而問題不能归結为靜态問題。•代替此，我們必須求 
(63. 2)式’ 

• AH+^H = 0 (72,8) 

rr 

的解（我們假定 M 二 1), 它变成离粒子很远处的入射波的場。磁矩 
和电矩这时为同一数量級，幷且在 （72. 1) 式內必須 fc 留两項。于是 
散射的角分布和数値，和上面所討論的情况比較，有重大的差別 
(参閱例題2)。 

例題. 

1. 設綫膈振光被无序取向的微粒所散射，微粒的电极化率張量有三个不 
同的主値。試 求被散 射光的消偏振系数。 _ 

解.和正文内一样,略去磁矩后，从 (72.1) 式我們得到 

' E’ = ^[[ n 典 ] n]. 

所求的消偏振系数由下列的二維張量的主値比給出： 

= E r a E f $^ ^ 

式中橫綫表示当散射方向 n 給定时对散射粒子的所有取向求平均値，而 T 
角标 a 和 g 奴垂直于 n 的平面內的两个値①。但是更为方便的是求三維張 
量的平均値，然后把它們投影到垂直于 n 的平面內；張量$7^1的这 
些分量与相应的的分量成正比。 ， • 

代入= CtifcEfc 后，我們有 

= a u o.t m E } E^ • 

为了求平均値，我們利用公式 •. ， 

4 

OifcCt/w = A5iAj5| rn +JB(5 </ S fcm +5i m 5 fcJ )- 
这是四秩張量的最普遍形式，它对两对下角标 i，ft 和 I W 是对称的，幷且只 
包含标量常数。这些常数由这洋两个等式求出，这些等式是使張量对下角标 


①参閱“濞論”第二版，§ 50。 
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i = k ， 〜降秩一次，再对 i = Z ， &=州降秩一次而得到的。它們等于 

^ = 21^1 2 -1« { ,1 2 = ^ { | aiS 2 - f | a 2 |2_ Hct3 | 2 + 

' -M Re ( aia? + 0^0^ + ) } ， 

B = 3 J ^. 1 ..! 3 - l I «■»11 = I ai 1 2 + 1 ^ 1 2 , + 1 tt3 1 2 , 

— Re (a^ + aia? + )} ， 

式中 ct !， 《 2 , a 3 为張量 a ifc 的主値。 

在綫偏振波內，場的振幅(我們略去时間因子常常可以定义 
它为实数。于是，我們得到 

' t=CA + B)EiE k + B8 ik E 2 , (1) 

設 z 軸沿 n 方向， 而吻平 面通过矢量 it 和 E ; 这些軸是張量 r a / 3 的主軸。取 
張量 ( 1 ) 的相应分量后，我們得到消偏振系数为 

I v 二 召 • 

7 : = dA + Bysin 2 0 + B 7 

式中 < 9 为 E 与 it 間的夫角。 ’ 

2 . 試求在半徑为 a 的小球上散射 时时有 效散射截面，球的介电常数€很 
大;我們假定 X » a 〜 5 。 

解.計算具有給定£値（和 m = 1 ) 的小球在交变磁場 H 內所得到的磁矩 
的問題，和.§ 45 內所解的問題(例題 1 ) 相同，所不同的是，在前面所得到的公 

式內，必須令 fc =+\/ i 。 因此，我們有 

爲=一 a 3 > H , 


式中 . 

■ y ^ i ( i + t ctgka ~ vk^y 

在对+的第一近似下， * 电矩可以簡单地当作导电球 U — oo ) 在均匀恒定电場 


內所得到的电矩来計算： 

fl »= a 3 E . 

考虑到 E 和 H 互相垂直，利用 （72.1) 式，經过簡单的計算后，我們得到 
有效散射_面的公式为 

n ^ { A 

da = — - ^ 4 - { 17 t 2 cos 2 9 + sin 2 9 ——(-y-]-7*)eos^ + 

+ cos 2 <9^(cos 2 y + 17 I 2 sin* 2 y )}do 
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式中9和分为图32上所指出的角度。当非偏振光散射时， 

da = ~^ ! 备 (1+ 卜 1 2 )(1 + eos 2 办 ）- O + Y” eos^ldo, 


而被散射光的消偏振度为 


ix 


y— cos 分 
丄一 7COS 沙 


总散射截面为 


在 fca 


Sird^Oi}^ 

3 c 4 


( l + M 2 ). 


的极限下（卽是当 X » a »5 时)，我們有 X — 这极限値相应 


于由理想反射球所引起的散射,对这样的球，一般說来> 无論电場或磁場，都 
不会透人到球的 內部。 • 


§73. 微粒对电磁波的吸收 

电磁波在微粒上的散射同时伴随着吸收。有效吸收截面由单 
位时間在粒子上所耗散的平均能量 G 与入射能通量密度之比給 
出。为了算出这时可以利用 公式： 

( 73 . 1) 

式中深和 i 为粒子的总电矩和总磁矩，而外場 ® 和负尚散射波內 k 
朐場 E 和 H 代替[比較 05. 21) 式]。 

将各量用复数表示，我們可以写出（參閱262頁上的底 注）： 

Q=- + ^H*} = ^V(a f ： + cO|E| 2 , 

式中〜和 ( X m 为粒子的电极化率和磁极化率 c / 用入射的熊通量相 
除以后，我們得到 

♦ 

cr +‘)• (73. 2) 

我們把这公式应用到半徑为《的小球的吸收上0《\)，幷假 
定球是非磁性的于是吸收的特征将与介电常数的数値有 
重大的关系。 
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若 s 不太大，則除了 a « 入外，我們还有 a «3 0 在这种情况下， 
与电极化率相比較，可以略去磁极化率。取 （72. 2) 式給出的电极 
化率，我們得到 

^ - c [— (斤2)— c ; 
如果 Ui 》 i , 則电吸收部分变成很小，而磁吸收部分可能变成 
是主要的，尽管当 s 》 a (也即是《1)时，磁极化率为 

— (ak ) 2 __ a 2 co^s 


有效吸收截面为 


V 2 i 7 roja z 8 n 


( 1 , ^!« 1 \ 
\|8| 2 十90// 


(73. 4) 


当 s 再增大时，电吸收部分变成小于磁吸收部分。在3«：« 
(也即是 fca —— i ) 的极限情况下，我們有 


9 i 

Srrak 


9 ic 

8rrcoa 


式中 €=1/ V 7 为小球的表面阻抗。由此得 

< r -6 Tra 2 ^. (73.5) 

我們注意到，这+公式可以由更直接的方法得到，不必利用小球的 
磁极化率0^(0>)的普遍表达式。当 C 很小时，将平均坡印廷矢量 
(67. 4) 对球表面进行“积分”，我們就可以算出耗散能量弘而且球 
面上的磁場分布，可以由求均勻磁場內的超导体球（€ = 0)問題的 
解 （42. 3) 得出。 • 

知道•了小球的有效吸收截面之后，我們就可以直接求出小球 

I . 

的热輻射强度。按照克希霍夫定律①，强度心（在頻率的范圍 
內）可以用 cr ( aO 表示为 ‘ 

d/ = 4 ： 7rccr ( a>) eo (co ) da > ， 


①参閱“統計物理学，，第三版， § SO 
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式中 


^0 ( 6 )) 


hoj 3 


4ir\\e^ /T ^y 


为单位体积和单位立体角內黑体輻射的譜密度。 


§74. 楔上的衍射 

金常的近似衍射理論名所根据的假定是与几何光学的偏差很 
小。因此首先假定所有的綫度都大于波长;这不但指物体（光屛） 
或物体上的小孔的綫度，也指物体至光发射点与观測点的距离。其 
次，我們只硏究小衍射角，也即是只硏究光沿接近于几何暗影边緣 

I 

的方向的分布。在这些条件下，物质的具体的光学性质一般是不 
重要的。重要的只是光屛不透明这一事实。 

如果上述条件不滿足，則求衍射問 i 的解需要求出波动方程 
的精确解，幷考虑到物体表面上依賴于物体具体性质的相应边界 
条件。但求出这样的解在数学上是非常困难的，因而只能对比較 
少数的問題进行。这时通常是对发生衍射的物体的性质作一个簡 
化的假定，即假定它是理想导电的(同时从光学观点看来，是理想 
反射的）。 

为此，我們注意到下面的情况。假定物体表面为“黑体”，也即 
艮能够完全吸收入射到它表面上的光能，这样来解衍射問題似乎 
昆得是很合理的。但是，^际上，在提出精确的衍射問題时，对物 
本的性质所作的这种假定 i 奋在內部矛盾的。問題在于，若物质 
本身是强吸收的，則物质表面的反射系数不是很小，而相反的接近 
于 1( 参閱§67)。所以反射系数接近于零要求是弱吸收的，而且 
物释的厚度必須大于波长。在精密的衍射理論中，在物体边緣附 
近（与波长同数量級的距离上）的表面部分必然起着重大的作用； 


①参閱“場論”，第二版， §§59— 61 



§74. 楔上的衍射 
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但物体边緣附近的厚度总是很小，因而假定它是黑体显然是不正 


•确的。 • j 

精确求解由两相交半平面所圍成的理想导电楔边緣上的光衍 
射問題，具有重大的理論兴趣(这种解由索末菲首先得到，1894)。 
全面叙述这一非常复杂的数学理論，需要应用特殊的数学工具，这 
超出了本书的范圍。这里为参考起見，只是叙述最后的結果®。 


我們选擇楔的玛緣为柱坐标系 r ， 9,2的 z 軸。楔的前表面 


(图33上的仏 4) 相应于9 = 0, 
‘2 tt — y 为楔的开度角；在楔 
外的区域相应于 
假設振幅等于1的单色平面 
波以角度抑在9平面內 
入射到楔的前表面上（由 
于楔的对称性，、只治硏究 

To 的情况）。我們将区別 

入射波（以及衍射波）的两种 
偏振 情况： 矢量 E 或者矢量 


而后表面 （认 5) 相应于9 = 7，式中 



图 33 


H 平 行于瘈 的边緣軸）。我們用字母奴表示这两种情况下的 


風^或 H Zo • 

于是整个空間內的电磁場由下式給出（我們略去了时間因子 




①詳細的計箅过程可参閱索末菲的“光学1953; F. 弗朗克和 P. 密西斯的 
“数学物理的微分和积分方程2, n XX， GHTH, 1937。另一解法由 M. H . 康托罗 
維奇和 H. H. 列別捷夫提出，参閱 A. 金茲堡的 书： “电磁現象数学理論問趄选集”， 
rJi. XXII, AH CCCP, 194^ 0 • 

对柱形波（由平行于楔边的綫源所发射的〕，衍射問題的不同解法， Ei 由 H, S. 卡耳 
斯給出 （ Proe. Loud. Math. Soe, 30 ， 121, 1899). 
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奴0，’9) =”（，，？> — 9o )平”0, y + 9。）， (74, 1) 

式中上面和下面的正負号分別相 k 于 E 和 H 沿2軸方向的偏振 
情况，而函数 〃O，t/0 由下 列的复 数积分 定出： 

' = ^\ e- ikr ⑽ 、 - — e -H - 冰 C74.2) 

1 G 

式中 = 設 （平面 內的积分路綫 + G 包括由图34所示 

的两个迴路，这两个迴路的端点在〖平面內 Im( CO sD<0 的部分 

(图34上的斜綫区 
域）伸向无穷远处， 
因此因子 

在无穷远处趋近于 
零。 （74. 2) 內的被 
积式有极点 位于实 
軸€的—屮+ 
+ 2wy 的点处，式 
中％为整数。代替 
积分綫路我們可以对綫路(图 34) 进行积分，只要 
在积分上加上被积式在-区間內的极点处的留数（如果 
存在的話）。把写成 

巍 

衫0, ♦) = Vo ( r ， t/0+〜（r，i/r)， (74, 3) 

式中仏为积分 （74. 2)，对綫路 D 进行，而 W 是上述极点处的留数 
的貢献。每一极点都在％內产生一項，等于 

i/5rcos(V»—'2»y> 

它或者描写入射波，或者表示从楔面上按几何光学定律而反射的 
某种波。函数以描写波的衍射畸变。在距离楔边緣很远（与波长 
<比較）处的場具有最大的意义。当如 >>1 时，漸近公式① 

①这个漸近展开式下面的項，参閱泡利的論文 CPbys.：Rev.，54,924，1938)。 




… 參 wfclr— x 

丫、 sin (y) 

⑽⑸一⑼， 

正确，只要角> 滿足 条件： 

(«) 2 »i 

函数％ 以及場 . 

o ， 9) = % (> ，9 — 9o) 干〜 O ，9+ 9o) 

与 r 的相依关系，由因子 e^7W 給出，也即是这場具有仿佛由 
楔边緣所发射的柱形波的性质。 

上述形式的 （74. 1) —(74. 5) 式，，当角7和％取任何値都正确。 
为南确起見，对这些公式的■进一步討論，我們将假定7和抑(7> 
>灯+你）的关系为；从几何观点看来，这种关系导至形成两个边 
，界： 全影的边界0&(图33上的 Iff 区）和从表面 OJL 所反射的波的 
“暗影”的边界加①。 ， 

在区域內，函数 

价 （ r ，9) = ” oO , ^P — 9 o );” o ( r ， 9 + 9。） 

具有下列 形状： 

在区域 I 內，以。 = e ^ ; ° rc ° sW ^° )= Fe - 认 rc ° 抑 +炉。)， 

在区域 ff 內，狄心⑽(卜⑽，’ (74. 6) 

在区域1內， Wo = (X 

这些式子当 *r->co 时不为零，它們描写沒’有受到衍射畸变的入射 

波 （徉区 域2内）或者入射波和反射波的集合（在区域 J 內）。衍射 
/ 1 — 一 

①在图33上， g ^ oC - J-； 如果 90>y, 則边界 Ocz 在入射波方向的 右側。 

当 + 时，‘全影区域一歧不存在，而反射 （一 次或多次的）发生于禊的两側。 


(74. 4) 


(74. 5) 
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引起的場畸变出 （74. 4) 式給出，但条件 （74. 5) 当少太接近于 | 和 
屮- 7 T 之差不苒小于 1 A/G 时，已不再正确。 

泽二 7T 相应于“暗影”的几何 边界； 当屮= 9—%时，这是全影 
的边界，而当中= 9 +抑时，为反#波的影的边界。在这些値的紧 
t 邻近，必須应用另一漸近式，它的正确性只要求滿足不 等式： - 
-叫《1。这一条件和条件粉》1 一起，正好保证了通常的菲涅 


耳近似衍射理論可以应用 ®。 与此相应，在全影 / 边界0&附近，我們 
#到下列的漸 近式： 1 


狄 (r, 9) = e - … ⑽ ( 卜 *。) 》 i I e iv *chj ， 


w 


W = — (9 —9 o — 订) 

类似地，在反射波的“暗影”的边界 Oa 跗近，有 


，狄 （ r , 9) 


i/orcost/JP—^o) _|_ cos^ 七妒 g) 


X 


w 


W 


x virJ ei ^ 

— oo 

=-(9 + 9 o - TT ) ^/警. 


(74. 7) 


(74. 8) 


在这种近似下，衍射图样与波的偏振方向和楔的开度角无关。 


(74. 4) 和 （74. 7), (74. 8) 式的应用区域有一部分是重叠的。例 
如，在全影边界附近，共同的适用、区域由下列不等式 給出： 


1 》 j 9 — 90 一 订1》 


\ fbr ’ 


而且在这区域內， 


w ( r , 屮) 二 u 0 ( r ， cp ) 十 7 ) 


1 


9 一 9 o 


(74. 9) 


①参閱“場■論”第二版，§ 60 



[75. 平面光屏上的衍射 


价从 （74. 6) 式得出。当 卜祕1 大时，这个表达式、可以从 （74. 7) 式由 
应用菲涅耳积分的熟知的漸近公式而得到： _ 

W _ 

J e“’c5r7 = (l + 0^/| + ^^ w *， 当 w>0，• 

— oo 

< W 

| e w dy ) = 当切 <0， 


§75. 平面光屛上的衍射 

在半平面上衍射的特殊情况下（这相应于 y = 27r ), 楔衍射的 
精密公式 (74. 2) 可以化为比較簡单的形式即是 （74. 2) 內的复 
数积分可以化为菲涅耳 积分： 


w 

v(r ， / 订 e— (/or cos^+^) J e iv ’ dr )， 


^ = \/ 2A:r cos—* 


(75. 1) 


这个公式当，和 4 为任何値时都正确。若及 r>l 和陟一 1/ V^r ， 
則适合下面的漸近式： _ 


… (r ，奶— e 々 r+ %TO^ 


(75. 2) 


。 ^ 2V2^cos(V//2> , - 

[公式 (74. 4)， 令其中 y = 27r]© ‘ 

应用 （75, 2) 式，可以在閉合形式下得到任何形状的理想导电 


平面光屛上衍射問題的解。这时只須假定光屛的綫度和至光 M 的 
距离大于波长，而衍射角不大小（而且这区域和适用通常的菲涅耳 


① 参閱421頁底注所指出的文献。 

② IO . B . 范拓庫罗夫 0 K 3 T 中，26, 3, 1954) 得到了电磁波在半平面上衍射的三 

維問題的精密解，电磁波是由离半平面边緣有限距离处的任意取向的电偶极子和磁似 
极子发射出来的。 " 
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公式的小角度区域重叠）。这結果可以表示为对光屛边綠的积分, 
类似于在通常的近似理論①中衍射場可以表示％对这样一个表面 
的积分，这表面遮蔽着光屛的小孔。我們在这里不去进行这种 
計算 

在理想导电平面光屏的精密衍射理論中，可以提出一个定理 
(由 I H . 曼捷耳希塔姆和 M . A . 列昂托維奇提出）， 它在某 种意义 
上类似于近似衍射理論中的巴比涅 （ Babinet ) 定理。 

我們来硏究具有一任意形状的小孔的平面光屛；选擇光屛的 
平面为 z=0 的平面，幷且假設电磁波从 z<^0 的一側射入。設 E 0 , 
Ho 为入射波与光屛上的反射波（仿佛小孔不存在）的 合場； 我們設 
想場延績到光屛的另一側（2>0)。因为当3 = 0 时仏 =0,^ = 0 
(由于理想导电平面上的边界条件），因而当2>0和 ZC 0 时的 E 0 , 
H 0 値的关系为 

4 

y ， z) =E 0z (ix ， y ， —z)y Eo^(^ z) = — EotCxy —z) y 

(75. 3) 

Hozb ， y ， 怎） = 一 H 0z (x ， y ， H 0 f(o; ， y ， 20=H 0 iO,2/ ， —z). 

其次，設 E \ 为在場 E 。， 內放入平面板而得到的場，平 

面板的形状，大小和位置与屛上的小孔相合，而且磁极化率为 A = 

= 00 。于是#上小孔衍射問題的解由下列表达式 給出： 

\ 4 

E = - i -( E 0 + EO , H = i ( H o + H 0, 当2<0， 

(75. 4) 

‘ E = ^( E 0 — E r ), H = A ( H 0 - HO , 当 

为了证 明这一論断，我們注意到 i m es H f 的 对称性 [由 ( 75 . 3 ) 
式表示]和場 Ec ^ H 。 的相同。所以在 z =0平面上$它滿足 条件： 

E r t =0, H r z =0 y 在小孔外， 


①参閱“揚為 ，，第 二版，§ & 9 



_ -_ 平面 光屏上 的衍射 _ ^ 

Ek 二 —EL -HLo 在小孔上， , 

■ 

下角标1和2相应于2 —土 0。此外，它滿足 条件： 

苽= 0， H 卜0，在小孔上， 

因为 p = oo 的物体面上的边界条件和理想导电 (a = oo ) 面上的边 
界条件成倒易关系（指以 H ， E 代換£，《而言）。由此看出，.場 
C 75,4 y 滿足小孔外光屛面►-、 0) 上的必要条件 H z = 0 y 
幷且在小孔上是連續的。最后，因为場 ESH / 在无穷远处趋近于 
E 0 ， H 0 , 因而場 （75. 4) 当 — oo 时趋近于 E “ H 0 , 而 z —+ oo 时趋 

近于零。因此它滿足衍射問題的全部条件，至此定理已完全证明。 

由此可見，在 s = 〜的光屛的小孔上的衍射問題等价千 P = 
= oo 的互补光屏上的衍射問題。 


例 题 


X . 設单色 平面陂 垂直入射到理想导电光屏上寬为 2 a 的狹縫上，达寬度 
大于波:长。 試求 在六的衍射角下在狹縫后很远处光强度的分布。 - 

解.当 a » X 时，狹鏠后的衍射場可以看成由狹縫两边緣上的独立衍射 


所产生的場叠加而成，幷且可利用 
漸近式（75.々)求出。当狹縫两边 
緣至观察点的距离和 
= r 2 (图 35) 大于 a 时，則在因子 
e ik 1 \ 和內，可以令 

ri== r — asinx, rj — r+ asinX ； 

在其他各点处，我們假定 r 5 ^ 
㈢ r 2 ¥ r ， 而 AP 、 GP 、 BP 和2軸的 

夹角等于同一衍射角 X 。 

結果我們得齒 



m 35 


e 


i (ft 


V %rkr 


sin (ka sinx)_. . cos Qca sinX) 

._ ^ % - 

-sin— cos 


2 


2 
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由此得到在角 dx 內衍射的光强度（相对于入射到狹縫上的光 的总强 度）为 


虹 =« 1 ff sin (ka sinx ) 


4awk l\_ 


sm 


x 

2 


ros (ka sin X ) 


cos 


乂 

2 


dx 


tea 


sin (ba sinX)^ 
ka sinX 


cos x + 


2fcacos 


2 


. 


dx. 


当 X 小时，这公式变成狹縫上的夫琅和费衍射公式: 


2.設平面波入射到有一圓孔的理想导电平面上，圓孔的半徑《小于波 

长。試求通过圓孔的衍射光的强度（瑞利，1897)。、 

m . 按照正文內所述，这問題可以化为的圓薄片上的衍射問題， 

但因 ^ a « X ， 因此，我們得到的是微粒上的•散射問題。按照§72,要求出这 
▲ 

种散射問題的解，必須求出圆盘上的靜电极化率和靜磁极化率。場 E ◦垂直 
于圓盘面，而边界条件在形式上和靜电学中的物体面上的边界 
条件相同。，但場 He 平行于圓盘，而边界条件 H ? 相应于 m = <^ 的靜磁学問 


題。因此圓$的电矩和磁矩为（参閱§4例題4和§42的例題) 



2 杂 



4 a 3 

37 


H 0 , 


在过渡到圓孔上的衍 t 射問題时，按照公式 (75. 4)，必須将这些式子乘上然 
后代入散射公式 (72.1) 內。 


这样一来，在立体角办內的衍射光的强度为① 

dl =^£ {[ tiE 0 ]-2 Ln [ H Q n ] } 咖= 


对半球面进行积分，得到衍射光的总强度等于 

2 ^4；27^ C£；0 + 47Io) * ! 

“有效衍射截面”定义为衍射輻射强度与入射波内的能通景密度之比 ( f ， 

不带下角标的字母指入射陂場而言)。我們这分入射波的两种偏振情况： 

9 

①假定略去了因子 f 于是 E 和 H 为实数。 


75. 平靣光屏上的衍射 
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a) 入射波的矢量 E 垂直于入射平面（似平面），也卽是与汍屏面（邛平 
面 ) 平行。光屏面上入射波場和反射波場之和为 * 

Eo = 0, H{y x = 2Hcosa = 2E cosa 

( a 为入射角）。由此得到 

. dir = ^~%^r-cos ? a(l—• sin 2 ^ cos 2 g>) do, 

y 7 r z c * , 

式中办为衍射方向 n 与光屏法綫方向 （ 〆 軸）之間的夫角，而，为矢量相 
对于入射面的方位角。总截固为 

64 a 6 u , 4 , . 


27 ttc 4 


cos 2 a. 


6) 矢量 E 在人射平面內。于是 

E 0 ^E 0z = — 2E sina, = H 02/ = 2H =* 2E. 

微分有效截面为 

"1/^6 4 1 

da =» ^ -r - { cos 2 i^ + sin 2 》（ eos 2 9 + 7 sin 2 a) — sin^ sina cosgp}cZo, 

9 tt 2 c q 4 


总截面为 


对于自然人射光, 


64a 6 u» 4 /-. sin: 
277 rc ^\ 1 ~ t ~4 


64a 6 w 4 /. 3 


(1 一吾 si " 


第十一章各向異性媒质內的电磁波 

§76•晶体的介电常数 

各向异性 媒质相对于电磁波的性质，由張量如 ( CU ) 和 ㈣ (oO 
笔出，这两个張量給出咸应强度和場强度之間的关系为① • 

Di = Si^co^Ejay Bi = H jq. 

下面为明确起見，我們来硏究黾場和張量， w 所得到的全部結果 
也完全适用于張量叫/0。 . • 

当0时，趋近于其靜态値，在§ 13內曾經证明它們对 
下角标 i 和&是对称的。这种证明純粹是热力学性质的，因而只 
适用于热力学平輝态。在交变場內，物质的状态当然不是平衡态， 
因而上述的证明不能应用。为了說明張量的性质，我們現在必， 
須应用推广的动力系数对称原理 （ § 88)。 

容易看出，張量心/的分量包括在§ 88 內出現的 a a6 的普遍 
定义下。为此，我們注意到，交变电場 內的能 量变化率由下列积分 
給出： • 

⑽. 1 ) 

与公式 (88. 6) 比較，我們将看到，如果选擇物体每一点处的矢量 E 
的分量为量則相应的量将是矢量 D 的分量（下角标 a 取一 
系列的連續値，标記着矢量分量和物体上的点）。这时系数为 
張量 d 的分量。逆張量 （ Gi ) 和張量 Oa ) 的对称性质当然是相 

9 

同的。 

①我們記住，全部量都是指波內的交变場而言；可能出現的恒定感应强度（在 
压电或铁磁晶体內）与这里所討論的間 題&有 关系。 



§76. 晶体的介电常数 
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我們注意到，在同一定义下还包括整个物体的极化率張量的 
分 ft , 也即是下列等式內的 系数： 

实际上，带入外交变場 ® 內的物体的能量变化率由下列公式得出 

i 

~ 一猙夸 (76. 2) 

at 

\ 

_ 由此看出，若量％是張量深的三个分量，則相应的量为矢量 ® 
的分量，于是系数和 相等。 

这样一来，我們可以应用 g 88內所得到的由 （88. 12) 式所表 

示的动力系数的广义对称掠理，幷得到結 論为： 張量是对 称的： 

( IQ . 3) 

这时我假定物体不在外磁場內①。 _ / 

对^向异性情况，重复§61內对 (61. 4) 式的推导过程，我們 
得到电能損失由下式給出： 

I 

一 sMEt . (76. 4) 

07T 

吸收不存在的条件是也即是和各向同性情况一样， 

必須为实数。 ^ 

当吸收不存在时，如在§ 61中所見 到的； 可以求出物体单位 

体积的內电磁能。对各向异性媒质重复(61_ 9) 式的推导，我們得 

到类似的公式： f 

U --^-^^ s ik ) ETE k . (76. 5) 

• ltm day 

酽 

在 § 67 內曾引进了“表面阻抗％这一槪念，利用它，当介电常 
数的槪念失去意义时，也可以表述出金屬面上的边界条件。在各 
向异性物体表面上，边界条件类似于 （67. 6) 式，必須写成 

(76. 6) 

參 

①存在外 磁揚时 的張量 Gfc 的性质，将在§犯內硏究。 
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式中 CmOu ) 为物体表面上的二維張量。应該注意到，这張量的数 
値也与晶面的晶体学取向有关。 

沆入物体內部的能通量为 


^- CEH]fl =-^- E [ Hn ] =-^^ a [ Hn] a 

47r 47T 4 tt 

(或中 E 和 H 为实数）。由此看出，若应用动力系数对称原理时选 


擇分量戽为量％，則相应 的量九 将是— [ Hn ] a ， 也即是 量尺将 
是 一（ i / co )[ Hn ] a (回到复数表示）。因此，系数 a ab , 除了一个因子 
外，和系数相等，于是我們得到結論为 

k 

i Ca ,= U , (76.7) 

这时不存在外磁場。_ 


例 題 

試将張量的分量用張量 三 e - a l 的分量来表示（假定后者存在);物 
体是非磁性的 （ Mifc = 如）。 

解.在各向异性媒质內，等式 (67. 2) f 2 ==1/£必須用下式来 代替： 

f arf 70^ Va0 - 


写成分量①： 

f +112 『 21 = ”11 ， f 22 + ? 12?21 3 V22, 

f J 2 (f 11 +『22) = 巧12， （21((11 + (22) = V 21 - 

这些方程的解为 


n 2 = 




f 11 =7 [巧 11士\/ 巧 tl ”22 — 外2”21]， ^22 = [ W 22 土 4 \/ 刃 11”22 一 ”12^721 ] 


(态 2 = 巧11 十巧 22±2\/ ” lj ”22 —刀 12巧21)， 

正負号的选擇决定于能童的吸收必須为正的条件。‘ 


①我們沒有假定 ri 2 = r 2 i , 这样一来，也可以考虑到外磁場出現的淸况。 
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§77. 各向异性媒质內的平面波 

硏究各向异性物体——晶体 —— 的光学时，我們只限于硏究 
一种最重要的情况,即在給定的頻率区域內，可以假定媒质是非磁 
性的和遂明的。于是电場强度和磁場强度与其威应强度之間的关 
系为 

D^s^y B-H, (7r. 1) 

而且介电張量的全部分量都是实数，而这張量的主値为正的。 

单色波場的麦克斯韦方程为 

.icoH — c rot E , ict > D = — c rot H . (77. 2) 

对在透明媒质內傳播的卒面踩，全部量都与成正比，其中 k 为 
实数波矢量。对坐标求微分后，我們得到 ， 


H =[ kE ]，一 E >= —[ kH ]. 


(77. 3) 


由此首先看出， k,D 和 H 这三个矢量是相互垂直的 。 此外，矢 
量 H 与矢量 E 垂直。因为矢量 H 同时与三个矢量 E>，E，k 垂直， 
因而这些矢量都在一个平面 E V j D 

內。图36表示这三个矢量 \ 

的相互位置。相对于波矢量 \ s 

的方向而言， D 和 H 是橫向 V 

的，但 E 木是橫向的。图36 - 

还指出了波內的能通量 s 的 

方向，这方向决定于矢积 ® 36 

[ EH ]， 也即是它垂直于 E 和 H 。 与各向同性媒质內的波不同，在 
这里能通量的方向不与波矢量方向相同。由此可見，矢量 S 与矢 
量 E ， D ， k 是共平面的，幷且和矢量 k 組成的角度等于 E 和 D 間 

的夹角 o • • 
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我們从矢量 k 的絕对値中分出因子幷写为 

, c 

• k = — n , ' (77. 4) 

0 % 

在各向异性媒质內，这样所定义的矢量 n 的絕对値，与它的方向有 
关，这与各向同性媒质不_，其中 w = 只依賴于頻率 ©, 利用 

(77. 4) 的符号，基本公式 （77. 3) 可以写为 

H = [ nE ]， D =—[ nH ], (77. 5) 

我們再写出平面波內能通量矢量的表 达式： 

.S = [EH ] = ^ { nE 2 - E ( En )} (77. 6) 

4 tt 4 rr 

(在这公式內£和11 ，为实数)。 ^ 

到此为止，我們还米利用含有物质常数的关系式 （77.1), 
結合利用这个关系式与（77_ 5) 式，就可以求出函数 o ( k )。 

将 （77. 5) 式的第一式代入第二式，我們得到 一 

D = [ n [ En ] ] — n ( nE ), (77. 7) 

如果根据 (77.4) 式，令这矢量的分量等于 s i ]6 E k ， 則对于矢量 E 的 
三个分量，我們得到三个綫性齐次方程： 

一 n 2 Ei —rbin^Ejo^ 

或者 ， 

(外 2 〜一〜如一 s 认） _ B|o = 0. (77. 8) 

这些方程联立的条件，需要由它們的系数所組成的行列式变为零： 

— & i } o \ =0. (77.9) 

选用張量^^的主軸（为此称为主介电軸）作为笛卡儿坐标軸 
x , y ， z , 这个行列式就可以方便地实际計算出来。張量的主値以 

表示，由簡单的計算得到下列 方程： 

o1 量《在这里也仍称为“折射率”，虽然它現在与折射定律的关系不如各向同 
性物体內那样簡单。 
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n^(^s ix 'n% 4- s iy) ny + s (z) n%) — [n%s (x) (s iy) + s ⑷） + 

+ 4s( y )O u ) + e( ， +n!s(w(s( a; ) + 0))] + s u> s UM s u> ^a 


(77. 10) 


我們注意到，髙次項（叫的六次項）在行列式展开后已被相互消去； 
这种情况当然不是偶然的，这归根到底是因为陂只有两个独立偏 
振方向，而不是三个独立偏振方向。 

方程 （77.10) 称为菲涅耳方程，是晶体光学的基本方程之一。 
它非显式地稍定色散定律，也即是頻率与波矢量間的关系[应該記 
住， 6〜的 主値是頻率的函数， 而 在某些情况下（参閱 §79), 張量 


的主軸方向也是如此]。但是通常在硏究单色波时，頻率以及 
全部的^>都是給定的常数，于是方程 （77.10) 給出波矢量的絕对 
値为其方向的函数。当 n 的方向給定时， （77.10) 式为/ 的二次 
方程，其系数为实数。因此在普遍情况下，相应于 n 的每一方向， 
波矢量有二个不同的絕对値。 

€ 

(77*10)式（系数为常数）在〜坐标系內定出一个 
表面一“波矢量面” ®。 在普遍情况下，•这是一个四次面，我們将 
在下一节內进行詳細的硏究。这里我們只是指出它的一些重要的 
普遍性质。 

首先，我們再引入表征在各向异性媒质內傅播的光的一个量。 
光綫的方向（在几何光学內）由群速度矢量^■决定。在各向同性 

媒质內，这个矢量的方向常常和波矢量方向¥目合；伹在各向异性媒 
质內，一般說来幷不是如此。为了表征光綫的特征，我們引入矢量 

s ， 它的方向和群速度方向相同，但其絕对値由下式得出： • 

ns -1. (77. 11) 


①在文献內，通常采用一个不很方便的槪念——“法綫面”（或“指数面”），当在 
每一方向所取的綫段不是等于 w 而是等于它的倒数■^就得到这槪念。 
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我們称 s 为光綫矢量。这个量的意义說明如下。 

我們来硏究从某一中心向各方向傳播的一束光綫（其頻率相 
同)。在光綫的每一点处，光程函数 iK 除去因子 m / c 外，它与波相 

相同，参閱§ 65) 的数値由沿光綫方向所取的积分 fndl 給出。引入 
确定光綫方向的矢量 s 后，我們可以写为 


在均勻媒质內， s 沿光綫方向不变，因而 xp = L / s , 式中 i 为所硏究 
的一段光綫的长度。由此看出，如果从光束中心向每一半徑方向 
取一綫段等于 s (或与$成正比），則我們得到一个面，在这面的每 
一点上，光綫是同相的。这个面称为射綫面。 • 

这样引入的波矢量面和射綫面成为奇异的“二象”关系。我們 
把波矢量面的方程写为 f(k a7 k„k z , co) =0 o 于是群速度矢量的分 
量为 



(77. 12) 


也即是与导数 9 f /9 h 成正比，或者同样地与导数 df / dn , 成正比 
(因为取这导数时0为常数）。因此射綫矢量的分量也与4成正 
比®。但矢量#垂直于表面/==0。由此可見，我們得到的結果 

an 

为： n 取給定値的波的射綫矢量方向，为波矢量面上相应点处的 fe 


①将 （77.10) 式的左側对叫求微分，井求出以和 df / dm 間的比例系数后，从 
条件 n * = i , 我們得到矢置 s 和 n 間的关系为 

£(2?)(£( y ) +£(2 ：))- - ( S (^>- h £ — ( £ (足）+€ 

- (77. 12a) 


对〜和％有相似的式 
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綫方向。 

容易看出，倒过来的蠢法也是正 确的： 射綫面的法綫方向給出 
相应的波矢量的方向。实际上， S 与波矢量面垂直，可用下列关系 
式表示： 

r 

s 8 n ~0, 

式中为 n 的无穷小变化（保持^为給定），也即是波矢量面上 
的无穷小位移矢量。但是对等式 ns = 1求微分(也保持 w 为給定）， 
我們得到 nSs + s Sn =0, 由此看出 

n 8 s =0, 

、因此证明了上述的說法。 

上述旳 n 面与 s 面間的关系，还可以进一步精确化。設 Jtio 为 

波矢量面上某一点的半徑矢量，而 s 。 为与它相应的射綫矢量。我 

* 

們写出（在 rh ； o , 71沪 n z 坐标內）这一点处的切向平面方程为 ’ 

s 0 (n — n 0 )=0, 

这表示 s G 与这面上的任一矢量 n - n G 垂直。因此 So 和的关系 
式为 s 0 n 0 = ly 因而这个方程可以写为 

s 0 n ^ l . (77.13) 

由此看出， 1/ so 是从坐标原点至波矢量面占 n 0 点处的切向平面的 
垂直綫长度。 

反过来，如果在射綫面的某一点 So 处作一切向平面，則从坐 

1 

标原点至这切向平面的垂直綫长度等于 Vn 0o 

我們現在来說明射綫矢量相对于波內場强矢量的位置。为此 
我們注意到，群速度‘向总是和平均（对时間平均）能通金矢量方 
向相合。实际上，我們来硏究在空間某一小区域內的波包。显然， 
当波包^动时，集中在波包內的能量必須与波包一起移动，而这表 
. 明了能通量的方向与波包速度的方向相合，也即是群速度的方向 
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相 合①。 倉 

因 为坡印 p 矢量与 H 和 E 垂直，因而我們得到 結論： 这对于 
矢 is 也是一样的^ ^ 

sH-O, sE = 0. (77. 14) 

利用公式 （77. 5)， （77. 11) 和 （77. 14), 由直接計算得到关系式为 

’ H=[sD], E= 一 [sH ]， (77. 15) 

例如， 

[sH] =*[s[nE] ] — n(sE) —E(ns)= —E. 

. 如果将 （77. 15) 式 (77. 5) 式比較，我們看到，利用下面的 
代換： 

D 代換 E ， 它代換 D , s 代換 n , s j 代換如， _ (77. 16) 

可以从 其中二 式得到另一式（当然关系式 ns = l 不遭到破坏）。引 
入上面最后一个代換，是为了使 D 与 E 的关系式（77_1)仍然有 
效。这样一来，可以提出下面一个对各种計算非常有用的規則：如 
果某一方程对上述的一組量正确，則由 （77. 16) 的代換，可以得到 
对另一組 M 正确的类似方程。 

特另把这一規則应用到 （77. 10) 式上，可立即得到矢量 s 

①由数学方法容易证群遠度的方向与坡印廷矢量的方向相合。对 C 77.5) 式 

求微分（保持 w 不变），我們得到 

6D = [5H* n] 4- [H5n], 5H= [n5E] + [5n* E]. 

用 E 标乘第一式， H 标乘第 二式： 

E5D 二 H5H+[EH]$n ， H5H 二 D5E+[EH]Snu 

伹 D5E=6 作£^5说=£51> ; 因此将两式相加后，我們得到 ’ 

[EH]5n=0, 秦 

也卽是矢置 [EH] 垂直于波矢量面，这就是所要证明的。 

这样得到的結果也指能通量的瞬时値；而不汉是指平均値。伹是在上述证明中， 
主要是利用了張量 Gfc 的对称性。因此，在这种形式下，对 Gfc 为非对称性的媒质(旋 
性媒质，参閱§ 82)，这結果不再是正确的。这种說法对坡印廷矢量的平均値也仍然正 
确。 ^ 
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的类似 方程： 

a 2 (6 (2,) a U) s^ + a U) s lz) s% + s^s^s% ) — [5! (6 (s °+ s ⑷） + 

+ s %( s ix ) + s iz) ) +4( 产 + ] + l =0. (77. 17) 

由这一方程可求出射綫面的形状^和波矢量面一样，它也是一个 
四次面。当 s 的方向給定时 V (77/17) 式为/的二次方程，它在普 
遍情況下有二个不同的实根。由此可見，在晶体內，每一方向可以 
有波矢量不同的两条射綫傳播。 

我們現在来硏究在各向异性媒质內傳播的波的偏振的特征問 
題。推导出菲涅耳方程的 （77.8) 式不适合于这一目的，因为其中 
包含有場强 E ， 而感应强度 E ) 在波內是棒向的（对給定的 n 而 
言）。为了一开始就計及矢量 D 的橫向性，我們暫时选擇一个新 
坐标系，它的一个軸沿波矢量方向。两个橫向軸用希腊字母作下 
角标表示，它們取的値为1, 2。由 （77. 7) 式的橫向分量給出 

足;代入私 =6〗!^ (其中 d 为强量的逆張量的分量)， 
于是我們得到认 — 或者 ♦ 

- 6-^ = 0. (77. 18) 

这两个带有未知量和刀2 的方程(《=1， 2) 的联立条件，是 
它們例行列式等于零。当然，这条件和用原来坐标系 A 写出 
的菲涅耳方程相同。伹是我們現在看到，与这两个 W 値相对应的 
矢量 D 的方向指向二秩的二維对称張量的主軸方向。按照普 
遍定理，由此得出，这些矢量互相垂直。由此可見，在波矢量方向 
相同的两个波內，电感应矢量在两个互相垂直的平面內綫偏 
振化。 

(77. 18) 式有一个簡单的儿何解釋。我們在 a y ， z 坐标系內 
(重新化回到主介电軸）作一个相应于張量的張量橢球，也即 
是作一个表面： 
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STl^ 0CiX k =— ^ + 

O 




(77. 19) 


(图37)。我們令这个橢球与通过橢球中心幷与給定的 n 方向垂 

n 直的平面相截。在普遍情况下，这截面为一橢园； 
它的主軸长定出％値，而它們的;^向决定相应的 
振动方向（矢量 D )。 

从这作图中（在 s w ， 不相同的普遍 
情况下）可以直接看出，特別是如果波矢量的方向 
例如沿^軸，則 D 的偏振方向 将沿" 軸和2 軸 
方向。如果矢量 n 在一个坐标平面內，例如在吻 
平面內，則有一个偏振方向也在該平面內，而 另了个 偏振方向与它 
垂直。 



图 37 


射綫矢量方向相同的两个波的偏振有完全类似的性质。在这 
里代替感应强度 D 的方向，我們必須考虑对 s 为橫向的矢量 E 的 
方向，同时对 (77. 18) 式，我們必須代以类似的 方程： 

(表5祕)芯 0=0. 

在这种情况下是利用張量 橢球： 

SijoXiXfo = - + ― 1 . 

进行几何作图，这張量橢球与張量本身相对应（称为菲涅耳 
橢球）。 . 

应該着重指出，在各向异性媒质內傳播的平面波，在一定的平 
面內完全是綫偏振的。在这方面，各向异性媒质的光学性质，大大 
地不同于各向同性媒质的性质。在各向同性媒质內傳播的平面 
波，在普遍情况下是橢圓偏振的，而且只是在特殊情况下，橢圓偏 
振才变成綫偏振的。这种重大的差別是由于，媒质的完全各向同 
性情况在某种意义上是簡 幷的： 两个偏振方向对应于同一个波矢 


(77. 20) 

(77. 21) 
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量，而在各向异性媒质內，在普遍情况下有两个不同的波矢量（方 
向相同）。当以同一的 n 値傳播时，二个綫偏振波幷合而成为一橢 
圓偏 振波。 

/ 

§78. 单軸晶体的光学性质 

晶体的光学性质首先依賴于办电張量的对称性。从这方 
面看来，'全部的晶体可以分出三类一立方的> 单軸的和双軸的 
(参閱§ 13)。 

在立方系晶体內， SSa ， 也即是張量的三个主値相等，而 
主軸的方向完全是任意的。因此就光学性质来說，立方系晶体一 
般說来与各向同性物体无差別。 

单軸晶体包括菱面系、正方系和六角系。在这种晶体內，張 a 
s ih 有一个主軸分別与三次、四次或六次的对称軸相合。这軸在光 
学中称为晶体的光学軸（下面我們选擇这軸为2軸，而相应的張量 
€认 的主値，我們以以表示之）。其他两个主軸的方向（在垂直于 
光学軸的平面內）是任意的，而相应的介电張量的主値相等（在下 
面把它們表示为心)。 、 

如果在菲涅耳方程 （77. 10) 內，令^° =心，則 

它左側的式子分解为二个二次的 因子： 

(n 2 — Sj_)[s }i n3 +s ± (n% - e_ L s i{ ] = 0 , 1 

换句話說，四次方程分解为两个二次方程: 

你 2 二孕丄 (78. 1) 

+ (78. 2) 

S 丄 S || ， 

这在几何上表明：波矢量面（在普遍惰况下为四次面）分解为两个 
分开的面——球面和橢球面 。图 38 所 示为这些面的纵剖面。’这 
里有两种情况是可能的 ：若心 則球在橢球外，若則 
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Mt 况下，称为正晶体。这两个面相切于两点——仏軸上的两个极 


点。換句話說，光学軸方向只对应于波矢量的一个値。 

射綫面有完全相似的形状。根据定則 （77. 16)，在 （78. 1) 和 


(78. 2) 內，以 s 代換 n , 士代換 s , 我們即得到射綫面 方程: 


孩丄 


(78. 3) 
(78. 4) 


SjlS^+Bh (sl + ^|) = 1 . ^ 

在正晶体內，橢球在球內，而在負晶体內，橢球在球外 a ^ 

于是，我們看到，在单軸晶体內可以傳播两种类型的波。对其 

, 

中一种陂（称为寻常波），晶体的行为类似于折射率为 n = 的各 

% 
t 

I 而与它的方向无关，射綫 


向同性物体。波矢量的絕对値等于$ 

G 

矢量的方向則和 n 的方向相合。 

在第二种波內（称为非常波），波:矢量的数値依賴于它和光学 

_所成的夹角^按照 （78. 2)， - 

« 

1 sin 2 没， cos 2 夕 


6丄 


(78. 5) 


非常波的射綫矢量方向和波矢量方向不相合，但是在通过光学軸 
的同一平面內，这个平面称为 n 的主截面。設这平面为;^ 平面； 
将 C 78. 2) 式的左側对〜和〜求微分，幷取这些导数的比値后，我 
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們得到射綫矢量的方向为 



換句話說，射綫矢量和光学軸間的夹角#与~角形成簡黾的 

关系 i ^ 

= 久 （78.6) 

、 8 1| 

只对沿光学軸和与光学軸垂直傳的陂， n 和 I 的方向才重合。 
寻常波和非常波的偏振方向*問題^可以很簡单地解决。为此 

j 

只要注意到，在每种波內，四个矢量 E ， D ， S , n 总是共平面的。在 
非常波內， s 和 n 不在同一方向，伹在同一主截面內。因此，这种 
波偏振化时使矢量 E 和 D 与 s 和 n 位于同一主截面內。另一方面， 
n 方向相同的寻常波和非常波內的矢量 D (或者 s 方向相同的矢量 
E ) 苴相垂直。因此，寻常波的偏振化使 E 和 E ) 位于垂直于主截面 
的平面內。 ' . 

在光学軸方向傳播的波是一种例外。在这个方向上，寻常波： 
和非常波之間的差別消失，因而它們的偏振叠加起来，4普遍情况 
下給出橢 [ a 偏振波 o 

入射到晶体表面上的平面波的折射現象，和在两种各向同性 
媒质交界面上的折射現象大不相同，伹折射定律和反射定律在这 
里仍可以从疲矢量与分界面相切的切向分量〜的連續性条件而 
得到。因此，折射波和反肘波的波矢量都在入射平面內。但是这 
时在晶体內同时产生两种不同的折射波，称为双折射現象，它們相 
应于〜給定时由菲涅耳方程所給出的法向分量〜的两个可能値。 • 
此外，必須記住，所观察到的射綫傳播方向，不是由波:矢量而是由 
射綫矢量 s 决定。它与 n 的方向不同，而且在普遍情况下，位于入 
射平面外。 ， 

在单軸晶体內折射时产生寻常和非常折射波。第一种陂完全 
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类似于各向异性物体內的寻常折射波；特別是，它的射綫矢量（方 
向 和波矢量方向相合）在入射平面內。但非常波的射綫矢量方向， 
一般說来，不在入射平面內。 




例 題 


1. 試求出光从眞空內入射到单軸晶体面上折射时非常射綫的方向，晶体 
面与它的光学軸垂直。 

m - 在現弃的情況下，折射光綫仍在人射平面內（选擇它为以平面 ，公 
軸垂 i 于表面）。折射时波矢量的工分量〜 *= sin #( 办为人射角）保持不变。 
折射波的％分量,从 C 78. 2) 式求得为 


£丄 


f 丄 


sin 2 


于是从 (78. 6) 式求出祈射光綫的方向为( V 为折射角） 

名 丄竹 ; j7 >/ f 丄 sin 分 


tg 办 1 


a 


Z . \/ s n (£j — sin 2 分）’ 

2. 試求出光綫垂直人射到单軸晶体面上时非常光綫的方向，单軸晶体的 
光学軸取任意方向。 

折射光綫在^平面内，这平面通过表面的法綫 O 軸）和光學軸；設 
光学 iS 与法綫間的夫角为 (X 。 于是射綫矢量 S [其分量■与 (78.2) 式 左側对 II 的 
相应分量的导数成正比]与下式成正比： 


n 


_ (去一+)， 


式中1为光學軸方向的单位矢量。在現在的情呪下，波矢量4在方軸方向 


于是 


( 


• 疋 〜 cos a suia、^^ 


Tr } 


sin 


cos 






ex 


由此求得折射角 V 为 

tg^ J 




(£ a 一 £丄) sin2a 


z 


+ £ 丄 + (芒 m — 石丄) cos2a* 


§79. 双軸晶体的光学性质 


在双軸晶体中，張量8^的三个主値各不相同。屬于这种晶体 
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■ I »■ ■ ■ ■ — ■■■■—..■ . 一 . ■ ■ - _ ■'■ ■ ■ - ■ .■ ■■■■■ . __ ■ 

的有三斜系、单斜系和菱形系晶体。在三斜系晶体內，主介电軸的 

位置不与任何特定的晶体学方向有关。特別是，它們随頻率的变 

化而变化，如同的全部分量随这頻率的变化而变化一样。在单 

斜系晶体內，在一个主介电軸在晶体学上是固定的 (_ 主軸与二次 

的对称軸相合或与对称平面垂直）；而其他两个主軸的位置依賴于 

■ 

頻率。最后，在菱形系晶体內，三个主軸的位置全部是固定的，即 

它們必須和三个互相垂直的二次对称軸相合。 ' 

* 

双軸晶体光学性质的硏究，牵涉到普遍形式的菲涅耳方程 
(77. 10) 的硏究。 

以后为明确起見，我們假定 

谷⑻ ⑻ • （79. 1) 

为了說明 （77. 10) 式所定义的四次面的形状， 首先， 我們出它与 
坐标平面相交的截面形状。在 (77.10) 式內，令〜= 0,我們发現, 
它的左側可分解为两个 因子： 


(79. 2) 

(79. 3) 

而且根据 （79. 1) 的条件，橢圓在圓內。类似地得到，与 M 平面和 
似,平面相交的鶴面也包括一橢圓和一圓，但在沢平面內，橢圓在 
圓内，而在從平面內，它們是相交的。由此可見，波矢益面为形状 
如图39所示的自交面（图中所示是在'一个象限內的面）。 

这面有四个奇点——四个自交点，在以平面的每一象限內有 
一个这样的点。由 /( 〜，〜，〜）二0形式的方程所表示的面的奇 
点，如大家所知道的，可以山函数/的三个一阶导数金等于零求 


{ n 1 — s u> ) 4- — = 0. 

由此看出，在呼平面內的截面的边界包括一圓： 




和一 橢圓: 






1， 
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出。对 (77. 10) 式左側的式子求微分，我們得到下列 方程： 

(a (y) 4 - s U) ) — s {x) n^ — ( 忍 ⑷ /iS + 8 {y) n% + s ia) n% /] = 0 y 

n v l8 iy) (8 U) + & i0) ) — s ip} n 2 — (8 ⑻ 4 + 8 {y ^n% + s {z) nl ) ] ~0 ? (79. 4) 
n z ls iz) C8^+s iy) ) — s {z) n^ — (8 u> n| + s y n% + s i0) n% ) ] =0. 

当然 (77. 10) 式本身也必彡頁被滿足。因为我們已經知道，所求的 n 
的方向在 w 平面內，我 們令％ = 0,而从其余两个方程在經过簡单 
的計算后得到① 

j ―名⑻ 0( y> — s (奶） 一 2 s ix ) (8 { z ^ e { ^ /r70 

Uj} _ S U ) y n z = ~一 ' (79. 5) 


这些矢量 n 的方向与 z 軸的傾角为 A 于是、 


* 外 37 

n z 


土 tg/3=± 


/s\ z) (s^- 

—以) / 


(79. 6) 


这方程决定了 m 平面內的两个軸（两个方向），其中毎一軸通过相 
反方向的两个奇点，而与2軸的傾角为心我們称这两个軸为晶体 


①容扃直接证明，这样求得的解为 （79.4) 式的唯一的实数解。如果三 f 分量 
〜都不为零，則 （79.4) 式的三个方程是相互矛盾的（实质上，它們只包含两 i 
末知数：#和 + ⑺ W )。 若⑽ =0,或 71 y = 0, 則方程的解为虛数。 
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的光学軸（或称为仲法 綫）； 图39上的虛綫即表示其中一个光学 
軸。显然，光学軸方向是波矢量只有一个値的唯一方向 <^。 

射綫面具有完全相似的性质。要推导出相应的公式，只要用 


s 代替 n ， 士代替 I 特別是有两个“射綫光学軸”(或仲半徑)，也在 


M ¥面內，幷且与3軸的傾角为 y : 



(79. 7) 


因为 因而7<尽。 

^应的矢量 n 和 s 的方向，由普遍公式 （77. 12 a ) 求出。只就沿 
坐标軸方向（即主介电軸方向）傳播的波来說， n 和 s 的方向才相 
同。如果 n 在某一个坐标平面內，則 s 也在同一平面內。但是，这 
个規則有一个十分重耍的例外情况，即沿光学軸方向的波矢量。 

将 (79. 5) 式的 n 値代入 (77. 12 a ) 式时， s 的分量取不定形式0/0。 
迗种不 定形式的来源和意义，从下面的儿何硏究可以完全明了。在 
奇点附近，波矢量面的外腔和內腔为共頂点的錐面。在这頂点上 
(奇点），波矢量面的法綫方向变成不确萣的。而且由公式 (77: 12 a ) 
所确定的 s 的方向即为法綫的方向。实际上，沿光学軸方向（仲法 
綫方向）的一个波矢量对应着无限多的射綫矢量，它們的方向占据 
着一个确定的錐面，称为內圆錐形折射錐。 

为了求出这个射綫錐，我們来硏究奇点附近的法綫方向。但 
是更直观的是利用射綫面进行儿何作图。 

图40所示是一个象限內射綫面与^平面相交的截面（实綫 
所示）。在这些坐标軸上所示的是波矢量面的截面（用任意改变了 
的比例尺）。直綫为仲半徑，而0#为仲法綫>相应于 iV 点的波 


①在張最橢球面 （？？• 19) 上，仰法綫定义为垂底于橢球_截面的方向。大家知 
道，三軸橢球有两个这样的截面。 



图40 


矢量用 nw 表示。容易看出，波矢量面上的奇点 iV 相应于射綫面上 
的奇切面——平面，这平面垂直于 ON 方向，幷且与射綫面相切不， 
是一点，而是一条曲綫（为一圓）。在图40上，这平面的截面用綫段 
db 表示 。从§77所指出的波矢量面与射綫面的几何对应，可以直- 
接看出达 一点： 若从射綫面的某一点 s 作一切面，則从坐标原点至 

这切面的垂綫与 n ikl 向，士其长度等于备，此处 n 为相应于 s 的波 

Vo 

矢量。在現在的情况下，相应于同一値 n 二必須有无限多的矢 
量心因此，射綫面上代表这些矢量 s 的点，必須在同一个切面上， 
而且这切面与 nw 垂直。由此可見，图40上的三角形 Oa 6 为內圓 
錐形折射錐与 w 平面相交的截面的軌迹。 

对上述几何图形进行定量計算，幷沒有什么特別的因难，但是 
我們在这里不去叙述它，只是限于引入最后的公式。折射錐与射 
綫面相交的圓方程由下列两式 給出： 

O ⑼一 (〜 — 8^) - S z Vs iZ) U iy) - sW))) X 
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S IX) ) + 〜 yV 们 u(— ① 一 s 扪) = Vs {Z) - s ia；) . (79. 9) 
丼中第一个方程，若把〜 ，化， 〜理解为三个独立变数，即为折射錐 
方程。第二个方程为与射綫面相切的切面方程。特別是当 
时， JC 79. 8) 式分解为两个 方程： ^ 

s {X) ) S ^_ Sd —内 

^77 V 6 ^)(^)^ 8 ^)> , ^ = V B^Xs^-s^y 

这些方程定出与似平面相交的截面內的緣射綫的方向（分別为 
图40上的 Oa 和06)。前者与仲法綫方向重合[比較 （79. 6)], 它 
同时与切綫垂直。 

与給定的射綫矢量相应的波矢量，情况完全相似。相应于仲 
半徑方向的矢量 s 有无穷多的波矢量，它們的方向占据着一个外 
圓嫌形折射錐（图40中的三角形 OW 为这折射錐与 m 平面相交 
的截面的軌迹)。和通常一样，在 (79. 8) 与 (79. 9) 式內进行 代換： 

s - m , 6-我們得到相应的公式为 _ 

6 

m 

s ^ Cs iz) — s ( aJ ) ) w | -f { n x \/ s ^ 1 — s {y) — n z \/ s { ^ — s w ') x 
X s (0) — a (y) — n 2 s iZ) y / s (y) — V ⑴ ）= 0, 

s {y) - 8 ix) +n z \^s {zr - s (s,y =VV 扪 （ # 〉一 〆). 

在实际观察內圓錐形折射时 ®, 所利用的平行平面薄片要垂 
直于仲法綫从晶体上截下（图41)。在薄片 
面上盖上有小孔的光闌，它能从垂直入射 
到薄片上的平面波（即波矢量在确定方向 
的波）內分出狹的波束。透射到薄片上的 
光綫的波矢量方向与仲法綫方向重合，因 
此它的射綫分布于內折射錐面上。从薄片 
另一面射出来的光，其波矢量和入射光的 



①下面的描写是很祖略的 


m 41 
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相同，分布于圓柱面上。 

要观察外圓錐折射，平行平面薄片必須垂直于仲半徑截下，而 
它的^面都用有小孔的光闌遮上，两光闌上的小孔 15 好互相对着。 
用会&光束（即所含的射綫具有一切可能的 fi 値）照射薄片时，光 
闌可以在薄片內选出 s 方向在仲半徑方向的光綫，因而这些光綫 
的 n 方向占据一外圓錐折射錐面。从第二个小孔出来的光，因此 
也分布于圓錐面上（但是由于在出口处发生折射，这錐面幷不完全 
和外折射錐相合）。 , 

当任意入射方向时，双軸晶体面上的折射定律是极其复杂 的，， 
我們在这里不去討論它們 ®。 只是指出，和单軸晶体不同，双折射 
波是“非常波”，特別是它們的射綫不在入射平面內。 

I 

§80. 电 場內的 双折& 

各向同&物体放在恒定电場內变成光学各向异性物体。这种 
各向异性的出現，可以描写为介电常数在恒定电場作用下改变的 
結果。虽然这种改变是相当微弱的，但在現在的情况下却十分重 
要，因为这引起物体的光学性质发生质的变化。 

在这一节內，我們用 E 表示物体內的恒定_場强度 ®, 幷把介 
电張量展开为 E 的幂級数。在各向同性物体內，在零級近似下， 
8 ik = S W 8 iko 8 ik 內場的一次項不存在，因为在各向同性物体內，不 
存在任何恒定矢量，利用来可以构成对 E 为綫性的二秩張量的。因 
此展开式內以下的項为場的二次項。由矢量的分量可以构成 
二个二秩的对称 張量: 於8化和 風恥。前者不改变張量 的^ 
称性，因此在这張量上加上常数这样形式的一項,只是归結 
为在标量常数 s ( a > 內增加一小修 正項； 显然，这一修正項不会引 

① 詳細的計算說明，可参閲 • Ho>ndbueh d . Physik , Bd . XX ， Berlin ， 1928。 

② 不要与通常很弱的淚的交变电跺相 温淆* 


§81. 力学光学效应 
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起光学各向异性的出現，因此沒有什么意义。这样一来，我們得到 

下面形式的依賴于电場的介电 張量： 

8 ( 0 ) 8 认 + (SO, 1) 

式中 CX 为标量常数。 . 

这張置的一个主軸与电場方向重合，相应的主値等于 

' s |, = 4- (80. 2) 

其余的两个主値彼此相等： 

孩丄 = s {0) ^ (80. 3) 

而相应的主軸在垂直于場的平面內的位置是任意的。由此可見， 
在电場內的各向同性物体，它的光-性质和单軸晶体完全一样(称 
为开尔效应）。 

在电場內光学对称性的改变，也可以发生在晶体內（例如，光 
学上的单軸晶体可以变成双軸晶体，光学各向同性的立方晶体，可 
以变成光学各向异性的晶体）。但与各向同性物体內所出現的相 
应現象不同，晶体內的效应可以是場的^-次的 3 相应于这种綫性 
效应的介电張鼉为 、 

& ih ^ ^iio + 找 ihlEi ， 

\ 

式中的系数叫以构成一个三秩張量，它对下角标 i 和 fc 是对称的 
( ct ⑻ = % a )。 这个張量的对称性和压电張量的对称性相同。因 
此，上述效应存在于容許压电現象的20类晶体內。 

§81. 力学光学效应 ' 

除了前一节所硏究的开尔效应外，外作用也在其他的情况中 
引起媒质的光学对称性改变。 

这首先包括彈性形变对固体光学性质的影响。特別是，由于 
形变的結果，各向同性固体可以变成光学各向异性的。描写这种 
現象是在 ^>0) 引入与形变張量分量成正比的附加項。相应公式 
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的形式和描写靜电介电常数的 （16. 1) 和 （16. 6) 式完全相同，所不 
同的只是其中的系数現在是頻率的函数。例如，各向同性物体形 
变时, 

= + (81. 1) 
系数 AO ) 和 a 2 ( o >) 称为彈性光学常数。 

s r*y ，、 

另一种情况是运动流体內所发生的光学各向异性現象。当 
然,整个流体的平移运动不会引起任何的#学各向异性;_因此必須 
在流体內存在速度陡度。相应的介电張量的普遍表达式 t 为 

如 W 0) Sa + 4f^ + ㈣+ 入 2 (|^-，) … ^ (81. 2) 

\dXiQ aXi / \3^h 3x^ / 

它代表$03展开为速度的导数的幂級数的头几項。在不可压縮的 

流体內 ，^三 divv =0, 而且 （81. 2) 式的最后二項縮戚后变成零。 
dx z 

这时 S (<)) 为靜止流体的介电常数®。 

(81. 2) 內的第二項和第三項，分別对下角标 i 和为对称的 
和反对称的。当流体整个地勻速轉动时，我們有 v =[ nr ]( n 为轉 
动角速度），幷且对称項变为零。不为零的反对称項这时代表由科 
里奥利力所引起的效应（与 n 的一次幕成比例）®。但是在古典統 
計学中，科里奥利力一般不影响到旋轉体的性质 ®。 这表明， 
(8 L 2) 內的系数\ 2 必須等于零\而不为零的心値只能是与量子 
效应 有关。 ' 

实 际上，上 述現象只在粒子形状为各向异性的悬浮体或胶状 

① 为避黾誤解起昆，我們要莆重指出，对 (8 L 2) 式不能应用§ 88內所硏究的对 
称关系式（卜义的动力系数对称原理)。推导这些关系式时假定了这些系数所描写的 
过程是系統內引起能量耗散的唯一根源。但是在現在的愦况下，除了波的交变电磁湯 
內的能量耗散外，还有另一种 与这种 場毫无关系的能量耗散源——卽流体的非均勻流 
的內摩擦。 

② 与張董的反对称部分有关的光学性质，参閱§82。 

③ 参閱“統言十物理学”第三版，§ 34。 
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体內才有較大的数値。这时量子效应当然微小到可以忽略，于是 
入 2 《\，而且我們只須写出 ， 

如4(。)^+ Up ^+ p ^). (8 L 3) 

\dXio 2Xi / 

这公式所描写的效应称为麦克斯韦效应，是由于速度陡度对悬浮 
在^体內的粒子的取向作用所引起的。 " 

§82. 磁光学效应 * 

当出現恒定磁場好时®,張量不再是对称的。这时 （88. 13) 

式所表示的广义动力系数对称原理要求 

Si 衫 ( H ) = 5^(— H ). (82.1) 

不存在吸收的条件只要求这張量为厄密型的， 

、 e ih ^stiy .(82.2) 

[如从 （76. 4) 式看出的]但幷不要求它为实数。从 (82. 2) 式只能得- 
出，的实数部分和虛数部分必須分別是对称的和反对称的: 

Sik == , s'iia = —«*».- (82. 3) 

考虑到 （82. 1), 我們有 

s\}q ( H .) —SjQi ( H ) = Si * ( 

sU ( W =- s f UW - -sK — H )， (82. 4) 

也即是，在非吸收媒质內，是 H 的偶函数， is ' “为 H 的奇函数。 

显然，逆張量 d 也具有相同的对称性质。在下面的計算中， 
更为方便的即是利用这一張量。为了避免使用下角标太多，我們 

对它引进一个专用的符号 

sTk ^Viic^Vi k + ivl . (§ 2 . 5 ) 

大家知道，任何二秩的反对称張量等效于某一軸矢量;对于張’ 


① 不要与电磁波的周期性的弱揚相温淆。 

② 当然 v r ik 和 1 / ifc 本身不是和 〆 U 的逆張量 o 
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量 W 我們用 G 来表示这个軸矢量。利用完全反对称的单位張 

•• 

量可以将張量％、的分量与矢量 G 的分量之間的关系写为 

Vih^eiHiOiy (82. 6) 


写成分量为 

■ ■ 

= O zy Vzx = Oy^ rfvd. 

电感应强度和电場强度之 間的# 系 Ei ^ rj ^ Du 这时变成 

Ei = (i7<ib+ i^ uqlOjoDjq- {- i [DG (82. 7) 

其 E 和 D 的关系为这样形式的媒质，称为旋性媒质 ®。 

我們現在对在任意旋性媒质內傳播的波的性质，作一普遍性 

*.r 

的硏究，这时我們假定媒质是各向异性的，幷且对磁場的大小不加 
上任何假設 ®。 

选擇波矢量的方向为 z 軸方向，于是 （77. 18) 式变为 

式中下角标 CX , 0取 A y 的値，我們选擇$和 y 軸的方向沿二維張 
最如的主軸，相应的这个張量的主値，我們以 和 表示; 于 


^8 a , ^-0, (82. 8) 


是方程变为 


①在直接关系式 

Oi — [Eg] 


(82.7 a ) 


內的矢纛 g , 一般称为 (82.7) 和 (82.7 a ) 式內的系数之間的关系由下列公 
式給出： 


^ 1 

Oi= —-jyj£ i kQky " 

式中丨和 1^1 为張量 f U : 和 〆 < fc 的行列式。 


(82.76) 


②和前面一样,我們假定媒质对电磁波的交变揚为非磁性的（卽假定 

s 

= 5认）。但是,这幷不排斥媒质被恒定磁#所磁化（也卽是靜磁导率可以不为1)。 

上述的幻 fcCoO 的性质同样連用于張量 M 认 （ UI ), 这时，在給定的餌率区域內，磁导 


率的色散成为主 要的* 





( 82 . 9 ) 


由这个方程組的行列式等于零的条件，得到/的二次方程为 




(82. 10) 


这方程的根对 n 的二个給定方向給出％的二个値： ® 


^ = i (士十是)-士 V 1(是一是) 2 +奶. （ 8an) 


把这些値再代入 (82. 9) 式內，我們得到相应的比値为 


U 1 

D X ~ G Z _2 


(^17 


^0 2 


(U 


-vQl 


(82. 12) 


比値#为純虛値表明，波是橢 HI 偏振的，而且偏振橢圓的主軸 


为軸。容易看出，这个比値的二个値的乘积等于1。換句話 

/ 

說，若在一种波內 f 

D y — ipD x 

(式中的实数 P 为偏振-圓的軸长之比)， 

則在第二种波內， 

A = - 〜 D x . 

这表明两种波的偏振橢圓具有相同的軸 
长比，但彼此相对旋轉90°;其旋轉方向 © 42 

相反（图 42) ②。 

① 当湯不存在时 ， G = 0 和？1 = 7101或 tl = 7102。但是应注意到，当出現揚时， 
(82* 10) 式內的 noi 和 no 2 , 一妓說来不是时的《値，因为这时依賴于場的不只是 

宍量 G， 而且还有張量 v f ik 的分量。 

② 若把两种婢:內的矢量 D 表示为1^和 D 2 ，則所榑到的关系式可以写为 

DiD* = Dx x D%x+D%yDty^Q. 

这种关系式是把本征矢量化到厄密張量（在現在的情况下为張量 ，、心 的主軸上时所 
出現的普遍性质。 ' 
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矢量 G 和張量的分量为磁場强度的函数。如果（如通常> 
存在的情况）磁場是比較弱的，則可以展开为場的幂級数3当場不 
存在时，矢量 G 等 于零； 因此，在弱場內，可以令 

Gef i ]0 H K ， (82.13) 

式中为二秩張量，在普遍情况下是非对称的。这种形式的相 
依关系和§ 76的一般規則符合一致，按照这一規則，在透明媒质 
內，反对称張量(以及張量的分量必須是 H 的奇函数。而 
对称張量的分量則为磁場的偶-数。因此，內的头几个修 
正項（与場不存在时的値比較）为場的二次項①。 

在波矢量为任意方向的普遍情况下，.磁場对光在晶体內的傳 
播影响很小；只是引起振动的微小的橢圓率,其偏振橢圓的軸长比 
很小（为場的一次的）。 

从磁光学效应的特征說来，只有光学軸方向（和其邻近方向） 
是一个例外，在这些方向上，当場不存在时, a 的两个値是相等的。 
于是 （82. 10) 的根和这些値只相差一个一級小量因而所发生的 
效应类似于各向同性物体內的效应，我們現在就来硏究它們。 

各向同性物体以及立方系晶体內的磁光学效应，由于它們具 
有奇异的特征和比較大的数値，因而有特別的意义。 

我們略去二級小量以后，得到其中 s 为磁場不存 
在时各向同性媒质的介电常数。 D 和 E 之間的关系由 

E=--~-D + i[DG], 

或由 

① 在略去二級量以后， C 82.76) 式变成下列更簡单的式子： 

f 1 1 

iJO y 的 ==— 

② 注葸到 （ 82 . 10 ) 式的二个根在这种情况下不相等，这在几何意义上表明，波矢 
量平面的內腔和外腔是完全分幵的。 


(82. 14) 


(82.13a) 


D = sE + i [ Eg ] 

給出，而且在相同的近似下， g 与 G 的关系为 

鼋 


(82.15) 


(82. 16) 


g (或 G ) 对外磁場的依賴#系，在各向同性物伴內，归結为簡单的 
此- 关系： # 

g -/ H ; (82. 17) 

标量常数可以为正的，也可以为負的。 

在 （82. 10) 式內，我們現在有 ^ oi - no 2= ti 0 - N / T ; 这是場不存 
在时的折射系数。由此得 • * 

• 4 = 4 - = + = ^ 

nr no ， 

或者在同样的精确库下， 

n % = n % 土4 A ㈣ (82-18) 

我們記住，$軸选在《方向，在同样的精确度下，可以把这公式写 
成矢量 形式： ^ 

( n± 2^ g ) 2==W§ - ( 82 . 19 ) 

由此看出，波矢量面在現在的情况下 k 括两个半徑为 W 的球面， 

，球心在 G 方向上，距离坐标原点为±|。 

n 的两个値，其中每一个相应于不同的波偏振;即 

、 D x = 子 W y ， • (82. 20) 

式中的正負号与 (82. 18) 內的正負号相对应。当2?$ 与爲 之間的 

相差为+ 1时，它們的絕对値相等，这表明陂是圓偏振的，幷且矢, 

量 D 的處轉方向，从波矢量方向看去，分別为反时針或順时針方 
向（或者按习慣說法，分別为右旋和左旋偏振波)。 

由于左旋和右旋偏振波的折射率不同，結果在旋性物体表面 
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折射时产生两种圓偏振的折射波，这种現象称为双圓折射。 

設綫偏振平面波垂直入射到物质的平行平面层上（厚度为0。 
我們选擇入射方向为3軸，入射波的矢量 E = D 的方向为0；軸。 
于是綫性振动可以表示为旋轉方向相反的两个圓振动之和，它們 

在波矢量不相同&的物质层內傳播。假設波的振幅等 

于1,我們得到 


iV: 丢 (e { ^ z + 0 J) ， 舄 = 去 (- c i& ^ + e ih ^) 

2 Z 


或:者引进 Jc =^( K + k ^) 和 K 二音 ( n ) 


e ihz ( e < ^ + e = e 气⑽仏 

1 D 严 ~^e ik,z ( — e iAZj v e 一 ㈣ ） = e ibz sinKZ. 
2 


o } 


当波从物质层內射 ㈣ 时，我們得 - 

这比値为实数表明,这波仍然为綫偏振波，但偏掘方向相对于原来 
的方向已經改变（称为法拉第效应）。偏振平面轉动的角度.与波:所 
經过的路程成比例;在波矢量方向的单位长度上,这角度为 


~^-COS0y 

2 cn 0 9 

式中6>为 n 与 g 間的夹角。 

应注意的是，当磁場方向給定时，偏振平面的旋轉方向（相对 

于 n 知方向而言）当 n 变号时改变为相反的方向一-即右旋的变 

睨左旋的，或者反过来。因此，若射綫通过同一路程两次（来回）， 

► 

刖偏振平面的合轉动比只通过一次时大二倍。 

当 <9= 波矢量垂直于磁場）时， （82. 18) 式所描写的場的綫 
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性效应消失（这与上述的普遍規則符合一致，即矢量 g 的全部分量 
中，对光的傳播有影响的只是它在 n 方向上的投射)。因此，当沒接 

近 f 时，还必須考虑到与場的平方成比例的項。特別是在張量 

內，必須計及二次項。由于对場方向是軸对称的，因而对称張量 
的两个主値相等（如单軸晶体的情况）。下面我們选擇^軸为 
場方向，幷且将平行于和垂直于磁場方向的的主値分別用％ 
和 Wx 表示，于是〜 — Vjl 之差与 H 2 成比例 o 

我們現在硏 & 究当 n ' 和 g 互相垂直时所发生的純粹的二次效应 
[称为柯頓-莫頓 （ Cotton - Mouton ) 效应]。在这种情况下，在 
(82. 9) 和 (82. 10) 式內 i 我們有 A = 0, 而和⑹ 2 2 分別等于％ 
和也。这样一来，在其中一种彼:內， 

各 L ， D v4, 

这波是綫偏振的，矢量1>的方向与 a •軸平行。在另一种波內， 

占二 V 丄， 认?二0， 

也即是，其中的 D 在#軸方向。假設綫偏振光垂直入射到丰行于 
磁場方向的物质的平行平面层上。于是物 f 內的透射光的两个分 
量（矢量 D 在從和 ％平面內）以不同的^値而傅播。結果通过 
物质层另一面出来的光为楠圓偏振光。 

例 題 . 

1. 試求光綫从眞空入射到磁場內各向同性物体表面折射时的光綫方向。 
m 射綫矢量 • 的方向，由波矢董面的法綫定出；将 C 82. 】9)式左側对矢 
量分量 求微分 ，我們发現，矢量*与11±8/2叫成正比。这个式子的絕 
对値的平方等于《纟；因此，射綫方向上的单位矢量由下式得出 

卜土忐4 (1) 
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我們用 e 表示入射角。一般說来，折射光綫不在人射平面內，它#的方 
向由与表面法綫方向所成的，角和从入射平面算起的方位 角？/ 所决定。我 
們选擇入射面为 M 平面，.其 s 軸垂直于折射面。折射时波矢量的分量〜， 
〜仍然保持不变。而在入射光綫內，它們 等于〜 = n y ^0 o 把这些値 


代入 (1) 式內，就得到单位矢量+的$分量和2/分量，它們直接給出折射光的 

- o * 

方向： 


sin^ f cosgo r = —— sin0±7r^2ffa!f 


no 


sin^ f sing ) 1 


9 v 


2»r 


若人射角不太小，則方位角/很小，幷且可以写为 


g / = ± 


9 v 


sind r 


sin 0 , 


2 化 sinV 一…—蝌丄2< 

当垂直入射时(0=0)，我們选擇似平面通过矢量 G ; 于是 〆 = 0，而 


V为 


W 兰 sin V = 士 ^ ■ %. 

虽然这个公式內幷不包含义,但是如果 A = 0,它卽不应用，因为 n 和 g 瓦 
相■直时，場的綫性近似不苒 适用。 

2 . 試求綫偏掘波从眞空内 领 直人射到磁場內各向同性物体表面时反射 
光的 偏振。 ' 

m ； 在垂直入射时，波矢量方向当波进人第二媒质时仍然伊持不变。因 
此，&种波內(:入射波、反射波和折射波)，矢量 H 都平行于分界面(柯平 
面）。至于电場矢量 E， 在入射波和反射波内，它也平行于邱平面，但在折射 
波內，虽然仏_0,但 E 和 H 的$分量和分量間的矣系，則和在各向同性 
物体內相同 — nE v ， H v = nE x ) 0 若入射波的偏振和各向异性（折射）媒 
质內沿 n 方向傳播的两种谀中的一种波的偏振相同，則只发生一种这种偏 
振的折射波。于是在这些条件下，問題在形式上变成和从各向同性物体上反 
射的_相同,幷且反射波和人射波內的場 Ei 和 E tt ， 由下式联系起来。 

E - rr !^> ⑴ 

式中 w 为相应于上述偏‘的折射系数。 . ' 

綫偏振可以看成是旋轉方向相反的两个圓偏掘叠加的結果；如果在入射 
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波內， E c 平行于 r 軸，貝 lj 可以写为 E g = E 0 + + E ^, 其中 


E 


E\ 


iEt 


2 


iEn , 


1 

2 


Eq ， 


对于毎种波 Ek 利用 （1) 式[其中 M 由 （82.18) 式得出]，我們得到 




Ei 


E 0 


2 
iE 0 


1 — n + ^ 1 — 


ul + n + 

1 —n 


2 


1十》一」 
1 — n 




1 — 灼 o 


^ iE 0 


l+^o 9 

gcosff 


n 0 (l+n 0 ) 29 


+ l+n, 

0 为人 射方向与矢量 g 之間的夹角。由此看出，反射波是橢圓偏振的;橢圓 

的长軸在$軸_^1，而短軸与长軸之比等于 

gcos0 


, n 0 (nl — 1)* 

3. 試求高頻时金轉矢量依賴于頻率的极限定律。 

解.|隋：和§ 59內逬行的相似，所不同的只是在电子的运动方程內，必 
須增加由恒定外磁場 H 所引起的洛侖 茲力： 

m ^ = eE 0 + 

当时，这方程可用函次近似法解出。精确到 H 的一次項，我們得到 
me 

v’ = -^-E - ! - 「 -[EH ]， 

muj m z w £ c 

然后求得感应强度为 

D-f(o ； )E+ i/(oO[EH ]， 

式中的 £( oj ) 和 (59.1) 相等，而 

〜、 4 nNe ^ 


§83. 自然旋光性 

介电常数（和磁导率）的頻散現象，是物质的宏观性质依賴于 
电磁場随时間变化的表現。在前面的理論中，一般沒有計及对場 
的空間木均勻性的依賴关系。容許这种忽略的条件是原子綫度《 
小于波长 X ( 参閱§58)， 
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不等式—般說来是宏观理論可以应用的必要条件。但是 
完全忽略含有小比値 a / X 的量，使某些本质 上的新 現象也被忽視 
了，这普新現象是由于計及了《/\的展开式內零次項以后的項而 
出現的。我們現在就来硏究这些現象。 

展开为 a / X 的幂級数，相应于宏观理論中感应强度 D 展开为 
电場 E 及其空間导数的幂級数。只限于取一次項时，我們必須在 
这展开式內計及与一阶导数的一次幂成正比的各項。对頻率为 o > 
的单色場，我們訂以把展开式写为 

• 細心私 + ^|^， （83_1) 

式中量 s 汊和为頻率的函数。 

在硏究这个式子之前，必須作如下的說明。在我們咸到兴趣 
的精确度范圍內，把微观电流密度的平均値巧分成_部分—— 




crot 已失去物理意义。所以，在上述的理論中，合理的是 


把麦克斯韦方程写为 


rot E — 


rot B 


X 3B 
c 3 t 

3 D 


(83. 2) 


除了平均微观磁場强度 S = B 外，无須再引另一个量 H 。 代替此， 
由对微观电流求平均値而得到的項，假定都已包含在》的定义、內。 

(83. 1) 式內張量 hi 的对称性质，可以应用广义动力系数对 
称原理来說明，如在§ 76內对張量所作的闡述一样。在那里 
我們曾看到，如果选擇物体毎一点处矢量 E 的分量为量心，則相应 
的量炙 是矢量 D 的分量。但是由 f 关系式(83._1)內出現空間导 
数，使直接应用对称原理增加了困难。在这里方便的是把对称原 
理表述成如下形式。 設〜和 4 为量仏 的二耝不同的値，而/«和 


fa 为与它們相对应的量九的两組値。由于在关系式 

*^a ~ l^abf b^ = ' 1 bfb 

. b - b 

〆 

內的系数是对称的 ( a a & = c ^ a ), 我們可以写为 

冬>«/卜: p ^ fa . (83. 3) 

在現在的情况下，这等式变为 

• J EMdV ^^ DidV . 

将 (83.1) 式代入，、幷考虑到我們已熟知的 S 没的对称性，我們得到 

卜一榮 dv +一普 dV ， 

或者在等式的一側进行分部 积分： 




j y^iE^dv = — J y^uEi x 爱 dv. 


由于函数 E * E f 为任意的，由此得到对称性质为 

yiki — ^ yjon^ 


(83. 4) 


其次假定媒质內不存在吸收。我們来硏究这在張量上加 
上了什 么条件周期場內的能量耗散由下列积分的平均値（对时 
間求平均） 得出： 

- 去卜要’ 

在这里 E 和 D 为实数。如果将各量用复数表示，則平均后的积^分 
可以写为 

-士 K 巧-+ E * ^ V F=a ’ 


E f「 +E * 寄) 


dV 


( ED * — E * E ))6 ZF . 

lb 7 T J 


将 (83. 1) 式代入上式，幷考虑到在透明媒质內，我們已知为实 
数，于是我們得到 
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idV= 


普㈣ 私 X) 


dV= 


16tt 


j ( rUi + y ^ i )^ i -§^ dv . 


. ytjoi~ ~^yjon — yijci 

时，上式恒为零。这样一来，我們得到結論，不存在吸收的条件要 
求張量为实数。 

对波:矢•量为 k = ( o >/ c ) n 的平面波，我們有 


dE 

3 xi 


i—E k n l9 


于是 


其中引用了符号 


Di = SijcEja 


o 


(83. 5) 


表示介电常数張量，它現在不但对頻率，而且对波矢.量都表現出 
色散' 

代替二秩的反对称張查 ruant , 我們将引入与它等效的“迴轉 
矢量” g ， 这矢量由下式給出： 


yihi^i ^ e i!“gi ， 


(83. 6) 


也即是我們可以把心&写为 

^ik = ^Tk, + C83. 7) 

蟓 

这式子在形式上和§ 82內所用的书写形式相同。差別只在于，在 

① 当 0 时， Yu! 与顔率的展开式无关系，并趋近于常数値。因而 e 认的虛 
数部分与顔奉的一次幂成比例地趋近于零。 


§83, 自然旋光性 
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§ 82內，矢量 g 只依賴于媒质的性质（以及外加磁場），而这里的迴 
轉矢量还依賴于場的波矢量。按照 （83. 6) 式，这矢量的分量为 n 
的分量的綫性函数，也即是 

gi = (ji 胸 . 

将 (83. 8) 代入 (83. 6) 內，我們得到 

OJ 

—yikl n l ~ 

C / 

由于 n 为任意的，由此得 

0 J 

- C 

由这个式子可以建立三秩的眞張量 rnoi 和二秩的贋張量之 PJ 
的关 系①。 

物体的具体的晶体学对称性对張量(或 s ^) 的分量加上 
了一定的限制，特別是可以使它的全部分量都恒等于零。例如，張 
量不可能存在于真有对称中心的物体內。实际上，三个坐标 
变号肘（发生反演），三秩張量（以及二秩的贋張量）的全部分量也 
都变号，而物体的对称性則要求它們在这种变換中保持不变。 

張量不为零的物体，称它們具有自然旋光性。由此可見， 
在任何情况下，旋光性的存在都要求物体不存在对称中心。 

我們首先硏究各向同性物体的自然旋光性。如果液体(或气 
体)是由沒有立体异构体的物质所組成的，則它們不但对任何轉动 
是对称的，而且对任何点处的反射（反演）也是对称的，因而不存在 
自然旋光性。只有由.具有两种立体异构体的物质所組成的液体， 
而且其中两种异构体的含量不相等时，这种液体才是旋光性的；这 
样的液体不存在对称中心。 

①写成分量为 

♦ 

(jj (j) U) 

Qjpx = — yyzjpj dxy = Uyx = ^zxx 等舉 o 

c o c 


(83. 8) 


(83. 9) 
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在各向同性物体內以及具有立方对称的晶体內，贋張量 ga 变 
成廣标量： 

• Qik 二 f 名 ila ， (83.10) 

張量用 f 表示为7如= ( c / cu )/ e ⑻。贋标量是坐标反演时变 
号的量。两种立体异构物质，由于反演变換，在形式上可以相互轉 
換；因此，它們的/値有相反的正負号。 

由此可見，在旋光性的各向同性物体內，迴轉矢量2 = /11,而 

波的感应强麁和电場强度之間的关系为 

O - s (0) E + i /[ En ]. , (83. 11) 

由为 Dn = 0, 由此得出 ， En = 0 o 換句話說，在这种波內，对于 n 的 
方向来說，未但咸应强度1>是橫向的（如在任何媒质內一样)，而且 
E 也是橫向的。 

考虑到物质的自然;^光性时，折射率％的变化为一小量。因此 
在求对时，可以在 （83. 11) 的小項 [ Eg ] 內令 n = = 于是計 

算/1-抑之差的問題，在形式上和前一节內所硏究的計算由磁場 
引起的 w 的改变的問題相同，所不同的只是矢量 g 有不同的意义 
以及它永远平行于 ri 的方向（§8 2 內的2軸）。所以，按照与 （82. 18) 

式的类似，我們立即可以写为 

喊土 f 士; f ^ o ， (83, 12) 

这两个値相应于[与 (82.20) 比較]矢量 E (或 D ) 的二个分量的比値. 

EfliEy ， (83. 13 j 

也即是波是左旋和右旋圓偏振的。我們还注意到，矢量 XI 的値与 
它的方向无关;所以, n 的方向和射綫矢量 s 的方向相同。 

这样一来，我們看到，自然旋光性的各向同性物体的光学性 
质，和磁場內非旋光性的物体所得到的性质 相似： 它具有双圓折 
射,而且綫偏振波在其中傳播时，偏振平面发生旋轉。在射綫路程 
单位长度上的旋轉角等于~//2〜 
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\ 

对物质的两种立体异构体，常数 (7 的正負号，因而旋轉的方向 
是相反的，为此我們称为右旋和左旋立体异构体。 

与磁場內偏振面的旋轉不同，在自然旋光性物质內，旋轉的数 
値和正負号都不依賴于光綫的傳播方向。因此，如果在自然旋光 
性媒质內，綫偏振光通过同一路程两次（来回），則它仍在原来的平 
面內偏振化（即偏振面不变)。 ， 

我們現在来硏究自然旋光性的晶体。在这里我們不准备系統 
地分析各种可能的对称情况（参閱本节例題)，而只是指出，存在对 
称中心时不可能有自然旋光性,但存在对称平面或鏡像轉动軸时， 
可能存在自然旋光性。应着重指出，晶体內存在自然旋光性的条 
件，幷不与容許晶体存在两种鏡像异构体(称为对映体)的条件相 
同，后者是更为严格的条件，不但要求不存在对称中心，而且也要 
求不存在对称平面。由此可見，晶体可能是旋光性的，幷且可能和 
它的_像相同。 

当自然旋光性晶体內（单軸或双軸的）有波矢量为任意方向的 
光綫傳播时，我們实际1所遇到的是通常的綫偏振拔的双折射現 
象，因而計及旋光性基本上归結为以軸长比小(一級小量）的橢圓 
偏振代替严格的綫偏振。 ' 

只有光軸方向是一个例外，在光軸方向上，若不計入旋光性， 
菲涅耳方程的两个根相等。在这些方向上，晶体的自然旋光性現 
象和各向同性物体的旋光性相似：发生一級的玫圆折射現象以及 
綫偏振波的偏振平面相应地轉动。当波矢量偏离光学‘方向时， 
这些現象很快地消失。 ’ 

要定量地計算晶体內的自然旋光性現象，最方便的不是利用 E 
表示 D 的式子，而是利用 D 表示 E 的倒易式（如在§ 82內进行 
的)。精确到一級量，这些公式为 




(83* 14) 
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式中矢量 G 与前面引进的矢量 g 的关案为 

G i= -j^rdTj- 8< i 0 *V* 

[参閱 （82. 13 a )]。 由于这个式子和 (82. 7) 式形式相同，因而 (82. 9)、 
(82. 10) 式鸣仍然有效。在这些方程內，是矢量 G 在 n 方向上 
的投影。若把 G 写为 - 

Oi = (83. 15) 

[类似于 （83. 8) 式]，則这投影与 


nGr = (83. 16) 

成正比。 # 

这个二次式决定自然旋光性晶体的光学性质。張量本身 
不一定是对.称的 r 但是如果把它分开为对称的和反对称的部分，則 
写成 （83. 16) 的形式时反对称部分消失。因此，我們得到結論，在 
硏究自然旋光性晶体的光学性质时，我們可以认为張量是对 
称的。 


/ 例題. 

/ • - 

試求出晶体_对称性对張量 Gu 的分量所加上的限制。 

在任何轉动下，質張量的行为和眞張量 相同； 特別是，二次以上 
的对€軸的存在,如同对二秩的眞对称張量一样，31起与軸垂直的平面内出 
現完全各向同性。質張量 Aa ： 在反射时的行为决定于它与三秩的眞張量等 
値这一事实；卽是在使二秩眞張量的一个分量变号的任何反射下， Gu； 的相 
应分量保持不变，反之亦然。例如，在 W 平面內反射时，分量 Gyz 
变号，而 G xyy G mz 保持不变。 

面对容許自然旋光性的全部晶类，列出張量的不为零的各分量。 
我們选擇 S 軸为三次、四次或六次的对称軸，或者为唯一的二次对称軸(在晶 
类 C 2 ，C 2V 內)，而在晶类 G 內，选擇它垂直于对称平面；当存在三个5：相垂 
直 的对称 軸时，坐标軸和它們相合。 

晶类 C 1: 的全部分量 


§ 83 自然旋光性 
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晶类 C 2: G xan G yyy G ZZ9 G xy \ 适当地选擇 x 軸和！/軸，可以使 G xy 变为 
零 。 ' 

晶类 G xzy G yz ； 适当选擇心 j / 軸，可以使其中一个变为零。 

晶类 C 2v : 平面和沢平面与对称平面重合） 0 

晶类 D 2 : G XX ^ Gyyj Gr ZZo 
晶类 ( h 、 CU 、 C 6 、 DnTh : G sx ^ G yxo G zzo 

晶类况 4 : G X x - — G vv , Gw ; 适当选擇 x ,. y 軸，可使其中一个变为零 0 
昴类軸和 y 軸在竪直的对称平面內)。 

晶类 T 、 0: G wx = G vv ^=G zzo 

应該指出的是，在晶 类&和 的单軸晶体內，如果矢量 n 在 z 軸方向 
上，因为 = 則 ( S 3.16) 的标量变为零。这表明在这些晶体內，在光学軸 
方向上木存在自然旋光性效应。 

在晶类的双軸晶体內，光学軸在一个对称平面內。但是对于在 w 平 
面或训平面內的矢量《1， （83.16) 內的标量在現在的情況下也变为零，于是 

t 、 

在光学軸方向上也不存旋光性效应。单斜晶类 G 是容許偏搌面在光学軸方 
向有旋轉舆象但不容許有对腴形态的唯一晶类 • 


第 + 二章快速粒子通过物质 

§84. 快速粒子在物质內的电离損失 • 非相对論情况 、 

快速带电粒子通佥物质时使物质的原子电离，同时損失本身 
的能量 ®。 气体內的电离損失可以认为是由于快速粒子与各个原 
子碰撞的結果。在凝聚媒质內（固体和液体媒质），可以同时有許多 
个原子与飞过的粒子发生相互作用。这种情况对粒子能量損失的 
影响，从宏观的观点看来，可以看作是粒子的电荷使媒质发生介电 
极化的結果。首先我們_从粒子的非相对論速度的情况来硏究这种 
效应。如从以后所得到的結果看出的，在这种情况下，媒质的极化 
对粒子能量損失的影响很小。伹甚由于这种方法:可以推 r 到其他 
情况，因此这些推导在方法論上还是有意义的。 ， 

首先我們来說明对这种現象容許从宏观观点来硏究的条件。 
速度为 t ; 的运动粒子在离齐其路程 r 处所产生的場的譜分解主要 

包含与 I 同数量級的頻率項(“碰撞时間”的倒数)。頻率为 

T , 

t 

的場分量可以使原子电离，其中吻为相应于原子內大多数电子运 
动的某一平均頻率。因此，如果 i 大于原子間距，則粒子将同时与 

I COo 

許多原子发生相互作用；在凝聚物体內，原子間距和原子本身的綫 
度 a 为同一数量級。这样一来，我們得到条件也即是致 
电离粒子的速度必須大于原子內电子的速度（或者至少其中大多 


①按照习慣，我們称为“电萬槙失”， m 其中当然也包括激发、原子分立能 級所引 
起的飽量損失。 
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數电子的速度）①。 

我們現在来求出在物质媒质內运动的带电粒子所产生的場。 
在非相对論的情况下，只須考虑由一个标量势9所定义的电場。这 
标量势滿足泊松方程：. _ 

勢 

—47re8(r—vO> (84. 1) 

其中把“介电常数”作为算符，而等式右側的式子 eS(r —v<) 为以 
恒定速度 v 运动的点电荷所产生的密度©。 

把9展开为坐标的傅立叶积分： 

+ CO 

9= J < p K e { ^ T d ^ k . (84. 2) 

—oo 、 

将拉普 拉斯方 程作用到这等 k 的两側，我們得到 

、》 x 4 -co 

Ay =— J (p^e^d^ky 

—oo 

由此看出， A9 的傅 i 叶分量等于 

* 

( A ?)) K = — 

另一方面，取 (84. 1) 式两側的傅立叶分量，我們有 

8(A9)k = ^ (2^p[ 4TreS — e ~ iKr ^ =— 点 eV ' 

比較两个式子，我們得到 

入 6 一 it ▼长 

• 

由此看出，9^与时間的关系由因子表示。但是算齊$作用在 

V 

① 对于粒于的能量£%由此得到条件： 

• m 

式中 M 为粒子的质量，饥为电子的质量， J 为原子內大多数电子的某一平均电离能量。 

② 假定粒子作直綫运动，因而我們略去了对上述間題常常#在的散射現象。 

若粒子的电荷为沉，則在本节 和下节 內，有关能量損失的公式都必須乘上 
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函数 e — w 上为用 s ( o >) 与它相乘。因此，最后得到外的式子为 


9 ic = 


i«vk 


27 r 2 ^ 2 a (kv) • 

电場强度的傅立叶分量与場势的傅立叶分量的关系为 
E k e ikI = — grad 9 K e<kr== — ik9xe il ^ r > 

或者 E K = - ik %。 由此可見， — 

i ek 


E k = 


itKv 


27T 2 fc 2 s(kv) •- 

反过来对它的傅立叶分量求和，我們得到总电場强度为 


(84. 3) 


+ oo 

E = | Ejce … 槪 


(84 - 4) 


我們所咸兴趣的运动粒子所受到的能量損失，不外是粒子所 
产生的場反过来作用在粒子上的靭致力 eE 所胙 的功。取粒子所， 
在的点即 r = 点处的場_:后，我們在 (84. 4) 式的被积式內得到 

个因子它与的表达式 (84. 3) 內的因子相互抵 
消。因此，軔致力 F 由下列积分 給出： 

I 

一 oo 


显然，力 F 的方向与速度 v 的方向反平行；选擇后者的方向为 
无軸。引进符号 g = 幷用 ^ Trqdq 代替 dkydk z ，我 

們可以将 F 的絕对値改写为 - 


F = 



go) dq dco 

名(^0(? 2 汐 2 +以 2 )’ 


(84. 5) 


q 的积分上酸的选擇参閱下面。 

，关于 （84. 5) 式內对的积分，我們还必須作下列的說明。当 
…时，函数1,幷且积是对数发散的。这种情况的产 
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生，是由于实际上我們必須从場 E 內减去粒子在眞空內（即 s = l ) 
运动时所出現的場；显然，这場幷不影响粒子在物质內所受到的能 


量損失。这种相减只是使 （84. 5) 的被积式內以- 1代替+， 

然后积分就变成是收 斂的。 但是如果把从 一 oo 到+ oo 的积分理 
解为从 一 友到 + 然后令 的 积分，則不进行上述的代換 ，也 
可以得到相同的結果。由于函数/ ( co ) 是偶的，因而被积式內的实 
数部分为頻率的奇函数，幷且用达种积分方法积分时变为零；被积 
式內虛数部分的积分是收斂的。 

下面有时更为方便的是利用符号： 


(CJ) 


■ 


*) 7 ( 0 )) =r] r + ir)' 


式中 ( CO ), ^"(^)分別为偶函数和奇函数，而且^= 


(84. 5) 式可以写成明显的实_ 形式： 

f f qa} f \r) fr (o})\ 

• • ^ J J + 

0 0 


dqdoy 


f 


(84, 6) 


I 名 


<0 o 


(84. 7) 


粒子在其路程单位长度上所受到的能量損失，为軔致力在这 
路程上所作的功，也即是恰好等于 P 。 

按照量子力学的普遍規則，波矢量为 k 的場的傅立叶分量傳 

艚 

递給被电离电子 G 电子）的动量为 fck 。 当的値充备大 
时，我們有 + 于是所傳递的动量近似地等于細。 q 的 

給定値相应于“瞄准距离”为 〜+的 碰撞。因此，上述宏观方法可 
以应用的条件需要各》«。为此，我們取滿足条件$«咖《务的办 

H v ^ 

値为积分的上限。量列:办）为快速粒子所受到的能量損失，其傳递 
給原子內电子的动量不超过岣0。 
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在 (84. 7) 式对而进行积分后，我們得到 

oo 

F (5。）= f 。1 ( co ) | In^-^dco. (84. 8) 

’ TTt ? J OJ 

0 


这个公式在普遍形式下已不能再进行变換，但由引入相应的符号， 
可以把它写成更方便的形式^ ' 

首先，我們計算 积分： 


_ 

C07J fr ^CJ^dc0 = 



为此注意到，如果在复平面0內对由实軸和无限大上半圓 CT 所形 
成的迴路进行积分，則积分变为零，因为被积式在上半平面內无极 
点。当0的値很大时，函数 SO ) 由 （59. 1) 式 求出： 

s (co) = 1 — 6 ? . (84. 9) 

mco 

利用上式对无限大半圓^•进行积分，結果得到 ® 

4 

- _‘ 277 ^ 2 ! 令 ~ = ^^ 丘 . (84. 10) 

0 a 

我們引进原子內电子运动的某一平均頻率，定义它为 

CO 

(^) ^x\.cjd*day « 、 

-7——= ^ ( 以 ” ln&J dc ° f (84.11) 

^0)7] n (^io^dco 0 

0 

利用这一符号， （84. 8) 式可以写为 

FCqo) = ^4- (84. 12) 

mv o > 


® 这个値和积分 j * a ；£〃0>^ 的値相等（参閱 (62. 14))，这正是应当的，因为当 

0 、 

• Id — CO 时，有 K 1— >1，园而 V '—£"。 
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在这里我們必須作如下的說明。从 （84. 7) 或 （84. 11) 式的形 
式看来，可能会认 为：对 （84. 12) 的电离損失作出主要貢献的只是 
存在显著吸收的頻率区域。但是幷不是一定如此，在上述公式內， 
也可能包含来自，很小的区域的显著貢献。这原因在于在这些 
頻率区域內，函数可能通过零点。伹是从 （84. 5〕式 
看出， S (0) 的零点为被积式的极点。当然， ，( co ) 实际上幷不严格 
地等于零，因而函数 so ) 的零点幷不是恰好在实軸上，而是在它 
下面一些。这表明，在利用通过零点的 8(0) 的实数表达式时，必 
須从上面繞过被积式的极点，因而这对积分作出相应的貢献。例 
如，如果阐数8(0>)由（64.5)式給出，則由于繞过极点土叫（这时 
5(00=0) 对 (84* 12) 的軔致所作的貢献，如从对 (84. 7) 式的直接 

計算所容易证明的，等于 、 


mv^a 2 






为了求出能量損失尸 ( A ) (其所傳递的动量不超过某一値 
>办），必須把 （84. 12) 式与由量•子力学碰撞理論所得出的相应于 
与单个原子碰撞的能量損失的公式“結合”起来。我們之所以可以 
这样作，是由于这两个公式的应用区域是重叠的。从碰撞理論可 
知，动量傅璋在?圍內的能量損失为 


dF 』 三 1 ^ 每 ，‘ ( 84 . lbj 

mv z <1 


而且这个公式对符合动量和能量守恒定律的叫)/”的任何値， 
都可以应用（在非相対論情况下）只要所傳递的能量小于快速粒子 
原来的能量①。全部2値在如和❿之間的能量損失相应地为 


①参閱“量子力学”， § 121; 此处的 P 与那里所引进的“有效靱致”相差一个因子 

° (84,13) 式相应于与自由电子的碰撞。但是它的应用区域 (9 方叫 A 0 可以推广到这 
样的9値，这时原子內的电子实际上还不能认为是自由的。后者要求9 »<^/吻（训为 
原子內大多数电子的速度的数量級)，这时 S 电子的能 1 量給 QV 2 m 很人于原子的能量。 
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mv q 0 

把这个量加到 （84. 12) 式內时，我們必須用以 代換办 ，于是 

• (84.14) 

、 mv co 

• ■ t 

如果傅递給原子电子的动量知^大手原子的动量，則原子电子所得 
到的能量等于见引进这个量后，我們写为 

JT ( 風 (84. 15) 

• mv . h co 

这个公式給出快速粒子（例如电子）由于电离作用而引起的能量損 
失，这时所傅递的能量不超过私。这公式和从微观观点硏究碰撞 
而不計及原子間的相 k 作用①所得到的 普通公 式不同的地方，只 
是“电离能”的定义不同，現在的“电离能”为< fcG 。 但是原子的平均 
电离能量（对电子求平均），一般說来，差不多不依賴于它与其他原 
子的相互作用，因为其中起主要作用的是內层电子，它們差不多不 
受这种相互作用的影响。但是在現在情况下，这个量只出現在对 
数符号內，因而它的精确定义对能量損失的数値的影响更小。 

当快速的重粒子受到軔致时，傳递給原子电子的极大能量等 
于 2 m /， 但仍小于重粒子本来的能量©。把这个値代入 (84. 15) 式 
內代替其中的私，于是我們得到重粒子的总电离損失为 

F = 47 r ^ ln 2 mv ^ 4 (84. 16) 

mv hoj 


① 参閱“ 置子力学”，§ 121,公式（121.13)。 # 

② 当重粒子与电子碰撞时，所傳递的极大动量6如^小于粒子的动置 Af 〜 因 
此，重粒子能量的变化等于 V 4 q ; 令这个能量等于电子的能量，我們诤到 

2 m 

由此得到 ftqmax = 2/71 V , 尺 imax = 2 mW 。 
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这公式和通常应用的公式$不同处，只是电离能量的定义为以3。 
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当速度接近于光速时，媒质的极化对快速粒子的軔致作用的 
影响，如我們将看到的，不但在凝聚媒质內，甚至在气体內，也可能 
变成是很重要的®。 

为了推导出相应的公式，我們应用类似于前一节所用的方法。 
但是这时我們必須以完全的麦克斯韦方程組为出发点。当存在外 
电荷（空間密度为和外电流（密度为 D 时，这些方程变为③ 


div H = 0， rot E = —— 尝 (85.1) 

div sK ~4：7 rp ^ > rotH = — + (85. 2) - 

C at C 

"在現在的情况下，外电荷和外电流的分布由下列式子給出： 

p^~e8(r—vOy K = ev8(r— VI )， (85. 3) 

按照通常的定义，引进标量势和央量势： 

¥ " 

H — rot A , E = -丄 — grad 9, (85. 4) 

c ot 

因而方程 (85. 1) 恒被滿足。对矢量势 A 和标量势％我們加上附 

t 

加条件： 

divA + 丄碧=0， （85. 5) 

0 o tf 


这条件是“輻射理論”中通常的“洛^茲条件”的推广。于是将( 85 . 4 ) 
式代入 (85. 2) 式，得到势的方程为 

_ _ . __ _ _ . _ 0 

①参閲“置子力 学”， § d (122.10) 式。 

d > 这效应由 E . 費米指出 （1940), 幷曾对掖視为諧振子的原子所組成的特殊气 
体模型进行了計箅。下面叙述的普遍推导是由朗道提出的。 

③我們处处假定1,因为在对 I 离損失起重要作用的親率下，物质的行 

为和非磁性物质相阀 . 
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AA 


3 2 A 


47 T 


C 2 dt 2 C 

沪 9 、 


eV 3 (r — vi )? 


Ag> — -)= -47r€8(r —v<) 


(85. 6) 

__^ I ^ - o ’ — — ^ j 、 

c - 9« 2 / 

我們把 A 和 9 展开为坐标的傅立叶积分。在 （85. 6) 式的两 

I 

側取傅立叶分量，我們秦到（与§ 84此較） 


^ 2 A fc + 


c 2 3( 


ev jfcy^, 
2^ 6 3 




由此看出， A ! c 和 9> k 与时間的关系由因子 e — 給出。再引进符号 

我們得到 


A * 


e 


2tt 2 c 


妒一 


2石（0) 


e - 


C 


(85. 7) 




27T 2 5(Ct>) 


jfc 2 




e 




电場强度的傅立叶分量为 


Ejc = — ik% 


(85. 8) 


利用所得到的公式,和前一节內所进行的相同，可求得作用于 
粒子上的軔致力 F = eE ®。 采用相同的符号 7 我們現在求得这个力 
的数値为 

’丄一 -^jcoqdq dco 、 


F 




V 


5 a + co 2 ( 




(85. 9) 


①至于疵力 i [ vh ]， 从对称性看 a *， $变成零（我們这里不提这力与粒子的速 


度垂直因而一肢对粒子不作功这^点） 



85. 快速粒子在物质內的电离拽 失 • 相对論情况 


479 


当 c-^oo 时，这个式子当然变成 (85. 4) 式。 

首先我們来对頻率进行积分。注意到由于在复平面‘內进行 
积分，我們首先必須說明，被积式在上半平面的那些点处有极点<^ 
函数 sO ) 在这区域內旣无奇点，也无 零点； 因此，所求的极点只能 
是表达式 • 




的零点。我們現在证明，当正的实数 f 为任何値时，这个式子$ 
对 w 的一个値变为零。 • 

这证明的进行和§62內证明函数 s ( cu ) 的零点相类似。設 

”以 (乎一 長)； @ 

我們来硏究积分 / \ 

1 [df( co ) da) f \ 

^irij doj f (co). 一 a’ —op 

c 

这积分对由实軸和无穷大半圓所形成 , 

的迴路口进行（图43)。函数 f o ) 在 广 0 

上半平面內（以及实軸上①）无极点；\ 
因此上述积分直接給出函数 fO)-a a \ 

在上半平面內的零点数目。为了計算 y ^ 
_起見，我們把这积分写为 \ / 


J J —a 


27ri J / 一 


(85. 10) 



图43 


当6> = 0时，函数/ = 0。当⑴为正的实値时，我們有 Im />0, 而当 

m 

o 为負値时，有 lmf <0, 在无穷远处， — 因此，- 


①在金屬內，当0二0时 £( a 0 有—极点，但总是趋近于零。 
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0通过一个半圓时，/通 g： —无穷大的圓。由此看出，在 f 平面內 

的积分迴路 C 的形状,图43所示。設 a = 为正实数（如 

图43 土所示）。于是繞 C 一周，复数宗量 / — «改变 2 tt ， 而且 

(85. 10) 的积分等于1。这样上述的論断即已被证明①。 

» . 

， 而旦容易看出，方程 /(co)-g 2 = 0 的这个唯一的根在虛軸 oi 
上。实际上，当 CO 为純虛数时，函数 f(o>) 以及函数 S(Oi) 为实数， 
幷且取从0至 oo 的全部値，其中包含 f 的全部正値。 

我們回到 (85. 9) 內对 rfcu 的 积分： 


可以把它写成对迴路分与对无穷大半圓的积分之差的形 
式。其中第 d 个积分等于 

t 

J ^ 

而第一个积分等于被积式相对于它的唯一极点的留数乘上 2 iri Q 
我們把 o(g) 理解为由下列等式 

O 占 )=? (85. 11) 

所定义的函数。于是按照求留数的熟知規則 @ ，我們得到对迴路 
C? 的积分等于 



① 如果《为負数，則繞 c 一周时宗量/ 一 a 改变 4 tt ， 于是 (85.10) 的积分等于 
2,換句話說，方程 /U0 二- |a| 在上半平面內有两个零点。 

② 表达式 / OV < pO ) 相对于极点^ =办的留数等于/(卽）/^(卽>。 




2 


8. _8 

< - M 
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把所得到的式子集合起来，幷代入 （85. 9) 式，我們有 


e 


2 




抱 

dco 


或者在第一項內，用对‘的积分代替对却的积分, 


似（穿 0) 


F=e 


1 v ^ s ( 


0(0) 


衫 2 8(0>) C 2 


Cl ) doj 


2 




(去- 0 -+謦+游-分 

6 J (0) 

x [ oi 2 ( g 0 )- o > 2 (0)]. (85, 12) 

大的 ？ 値相应于 （85. 11) 式的根的大的絕对値与此相应， 
利用8(0>)的表达式(84.9)，我們求得 


(^o) —— 会 ( d + 


47 rNe \ 
me 1 j 


式中引进了 符号: 


1- 




代入 (85. 12) 式后，我們得到 


iv gt/8 

f r - l ] c 3 daj - 27 L N ^^ 贫一 Oi 2 (0) (85-13) 

v J L 」 me Jv 

& H 0) 


在积 分內，只須保留 0( 办）內的主要項 

(85. 13) 式的积分对^的純虛数进行。我們引进实变数：6>"三 
把积分的下限表示为 0(6)=- W ， 同时再引进符号 （ B 4-6) 

% 

l -^ Vo 我們必須計算的积分为 
s 

vg/a 

- | [rjCi^) -rlW r daj f \ 
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函数 tjO ) 在虛軸上的値可以用它的虛数部分在实軸上的値来表 
示为 

” ㈤ — 1= •每办 

7T J X + CO 


[与 C62. 17) 式比較]。因此 ，我 們得到积分为（与比較,我們略 
去了 a：). ' 


2 


vgo / 


1J 


\ rf f Cx ) j oy rr dcj n dx 




+ 


〃2 


~^ x \ rj f { x ) 11] 


v^ql 


o 


^ c^+ey 


dx . 


将这結果代入 (85. 13) 式，而且为簡化书写起見，我們引进 符号： 

lnn-^-ln(co a + P), , ' (85.14) - 


式中短橫表示权重为 o >\ V f \ oy )\ 的平均，如在 （84: 11) 式中的一样。 
于是，我們得到 


F(g 0 ) 


一 47 rN e 4 , g 0 v — 27rJVe 4 e 2 g 2 
mv 念 n /9X1 、 me 2 2 v 2 


(85. 15) 


进一步硏究这公式时，必須分別考虑两种情况。首先假定，媒 
质是电介质，而粒子的速度滿足 条件： 

、 (85. 16) 

孩 o 


式中5。=<0)为介电常数的靜电値。在虛軸上，函数 SO) 从0 = 


=0时的 s 0 > l 单調地戚小为时的 s = l 0 但 (85. 11) 式左 
側的式子这时单調地从 (T 增加到因此，当 g = 0 时， （85.11) 
式也給出 ta = 0。 由此可見，在 （85. 15) 內必須令6=0。这时XI变 


成平均原子頻率石 (84. 11)： 

» 




4 ttNb \ 

mv ^ 


In 


魁 


2 c 2 


(85. 17) 


当时，这个公式变为 （ S4. 12) 式，正是应当的。 
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伽値滿足条件办其中《为原子間距离的数量級（在凝 

a 

聚媒质內，《为原子的綫度）。为了把这公式推广到动量和能量傳 
递为很大値的区域；我們必須和前一节內所作的一样，把它和通常 
的碰撞理論公式“結合”起来。伹是在这里，这种“結合”必須分两 
步进行。首先利用 （84. 13) 式，过渡到相应于能量傳递大于原子能 
• 量但仍为非相对論的 g 値区域。这时 (85. 17) 式的形式不变，但其 

冲可以引进 S 电子的能量为 f 。 我們用私表示它，得到 


初 m 2mE x v^ /QK 1Q >, 

ln ^ • ( 85 . 18) 
» L - # 

其次，我們利用相对論碰撞理論的公式，可以过渡到風取相对論 
値的区域，按照这理論，能量傳递在 W 和政+娜'內的軔致力 


等于 


27rNe 4c 

mv ^ 



<85. 19) 


如果直小于快速粒子与自由电子碰撞时符合动量和能量守恒定 
律的极大能量傳递的話[在非相对論情况下，这公式和 
(84. 13) 式相同]。因为 (85. 19) 式积分时給出 lniST ,. 因而十分明显, 
(85. 18) 式的形式不改变，因此它也适用于的所有値。 
重粒子（质量为见）受到軔致时，傅递給电子的极大能量为 

若風 mu 仍小于快速粒子的总能量五（为此必須 
), 則自由电子所受到的能量損失的微分形式为 

7 fl 

Hi 卜 

这式子对筮的任何値均适合：而与重粒子的种类完全无关。能量 


参閱“揚論^第二版，§ 12。 
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傅递为从風到私 max (又風 < S lmax ) 肘的附加[相对于（8丄 18) 式 

而言]能量損失，在这钟情况下为 

27rNe A / Jg lmax ^Eu^ x \ _ 2irNe\^ 
mv^ \ JS± 2mc 2 / mv 2 

X ( ln ^ t ~^)' (85.20) 

把这个式加到 (85. 18) 式上，我們求得重粒子的总軔致为 


F 


4ttN e 4 /. 2mv^ 
mv 1 \ n ^hoj 


- I ) 


(85. 21) 


公式 (85. 18) 和 （85. 21) 与由通常理論所得到的公式不同处是 
电离能量”的定义現在为 

我們現在来討論第二种情况，即粒子的速度滿足 条件： 

, (85. 22) 


特別是对于金屬常常是这种情况，因为其中 s (0) 


(85. 11) 


式左側的式子在这种情况下有两个零点在虛軸 

上-•个在 w = 0 上，另一个在 w = 上，其中6由下式定义 

8(0; (85. 23) 


在从0到 K 的間隔內，表达式 — 是負的，而当 lM：>f * 

时，它取从0到⑺的全部正値。因此，当9->0时， （85. 11) 式的根 
在这种情况下趋近于6値，这即是必須代入 (85. 14) 和 (85.15) 內 

的値。 • 

在这里我們要区別两种极 pk 情况。如果$値小于原子頻率 
Oi 0 , 則在 （85. 15) 式內可以略去最后一項，而結果我們重 
新得到 （85.17) 式。特別有意义的是相反的极限情况，即 ^?> co 0 。 
因为当€的値很太时，函数 s ( if ) 趋近于1，因而由 （85. 23) 式可 
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知，这种情况相应于粒子的超相对論速度。利用 (84. 9) 式的 a ( co ) 7 
我們把 （85. 23) 式写为 

^ t ^irNe^ c 1 


由此得 


亡 2 4ttN e^v 2 〜 4/rrN P 

当粒子的速度增加时，条件 $^>0 > 0 最后变成在任何媒质內都 
滿足,也即是不論电子密度 A 为何値（其中也包括气体的情况>。 
伹是#越小，也即是媒质越稀薄，所需的速度越大。 


从 （85. 14) 式，我們現在有 n ^ e ； 也令 私^， 我們发現 C 85. 15) 
式內的最后商項互相消去，余下 


jp, 、 2ttN e 4 ! mc^ql 


me 


用和上面相同的方式，.我們把这公式推广到动量和能量傳递为很 
大値的区域，我們得到能量傅递不超过風（而且私《私 maJ 的超 
相对論粒子的能量损失的表达式为 


F ( E t ) 


27riVe 4 




In 


me 


m 1 c 1 E 1 

27 rNe 2 h ^ 


(85. 24) 


这結果和由未計及媒质的极化的通常碰撞理論所給出的大不 
相同。按照通常的碰撞理淪，在超相对論的情况下，当粒子的能量 
增加时，軔致力詈0^)也继續增加 (虽 然是按照指数定律，增加較 
慢）。但媒质的极化引起电荷的屏蔽作用，結果能量損失的增加最 
后終止，幷且趋近于一有限的极限値，由不包含0的 （85. 24) 式 
給出。 、 

也可以推导尚重粒子的总軔致力的公式，其能量傅递可以一 
直到私 xnaz (只要 ^ imax 小于粒子本身的能量）。再利用 (85. 20) 式 
(其中現在可以令”二 <0,我們得到 
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F 


2irNe 


me 


In 


m 3 c 4 


•Ne^h^ 


(85. 25) 


我們看到，总軔致力随粒子的速度继續增加——依靠有大能量傳 

递的‘‘近”碰撞，这时媒质的极化沒有屛蔽作用。但是这种增加要 

■ 

比未計及媒质的极化的理論所給出的慢得多。 

我們还注意到，在 (85. 24) 和 （ S 5. 25) 式的对数宗量內出現的 
电子密度 I ，使超相对論粒子的能量損失具有以下的 特征： 当这粒 
子穿过含有相同电子数（每一平方厘米表面）的不同的物质层时， 
在 W 較大的物质內能量損失要小 些。’ 


最后我們指出，由測量快速粒子在物质內的能量損失，在原 
則上可以求出这种物质的函数 s ( W )。 容易证明；相应于情况 
(85. 22)的^的精确表达式滿足关 系式： 

式中 K 为 （85. 18) 式或 (85. 21) 式所給出的値。妒是 測量得 到的， 
而导数只包含已知量 （1,0 ，因而可以計算出来。由此可 

見，利用 （85. 26) 式，可以使 f 的每一个 値与妙 的一定値对应，然后 
从 （85. 23) 式，可以算出相应的的値。 


• ^ §86. 契連科夫輻射 

在透明媒质內运动的带电粒子，在一定的条件下发射出一种 
奇异的輻射，它最初由 n . A . 契連科夫和 C . H . 瓦維洛夫观察到， 
幷由 H . E . 塔姆和 II . M . 弗兰克作出了理論解釋和計算（1937 )。 ja 
应着重指出，这种輻 时和实 际上常常由快逢运动电子所发出的 - 
致輻射毫无共同之处。后一种輻射是当运动电子与原子碰撞时由 
运动电子本身发射出来的。而契連科夫現象实质上是嫂质在运动 
粒子的場的作用下所发射出来的一种輻射。当粒子胃具有很大的质 
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量时，这两种輻射的差別特別明显地表現 出来： 这时軔致輻射完全 
消失，而契連科夫輻射一般不发生变化。 

在透明媒质內傳播的电磁波的波矢量和頻率的关系为& = 

式中为实数折射率 ®。 另一方面，我們看到，在媒 

' 质內勻速运动的粒子的場的傅立叶分量^頻率与陂矢量的^分量 
Or 軸在粒子的速度方向）的关系为 co = k x v 0 为了使这种分量代表 

自由傳播的波，关系式& = ^和 L = ■^不应相互矛盾。因为必須 

C V • 

% 

h > k ^ 因而必須滿足条件： 

( 86 . 1 ) 

A * 

由此可見，当粒子的速度超过媒质內該頻率的波的相速度时，即发 
生頻率为 W 的幅射。 

設6为粒子运动方向‘輻射方向間的夹角。于是我們有 h = 
^JccosO = (^ f - yos 0 , 与等式也比較，我們得到 

cos /9 = —. (86. 2) 

nv - 

由此可見，0角的一定値相应于一定頻率的輻射。換句話說，种 
頻卓的輻射朝粒子运动方向向前发出，幷且分布于开度角为沒的 
圓錐面上，其中0由 （86. 2) 式得出。 ㈣ 此，輻射的角分布和按頻率 
的分布形成一定的关系。 ‘ 

电磁波的輻射（当它存在时）引起运动粒子損失一定的能 

①我們仍然认为媒质是非故性的和各向同性的 o 关于各向异性媒质內的契連 
科夫箱射，参関下列著作： B. JI. rnH36ypr, aC9T$, 10, 608,1940; A* A.KoiOMen- 
CKHH, JtAH CCCP, 86, 1097,1952; M. H, KaraHOB, aC9T$, 28, 507,1953。 

； 当介电柱体放在介电常数不同的媒质內，沿&；介电柱体軸运动的粒子所发出 

的凝連科夫箱射，参閱 B. JI,TimaGypr 和 H. M, 少 paHK, JJ.AH CCCP, 56,699,1947。 
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♦ 

这种損失为前一节所計算的总損失的一部分，虽然是很小的一部 
分①。在这种意夂上，把总禎失称为“电离損失”幷不是十分精确 
的。我們現在从总損失中来找出这一 部分; 同时我們求出契連科 
夫輻射的强度。 

按照 （85. 9) 式，在頻率間隔內的能量損失由下式給出 
dF — — Soj 

* TT 


式中符号刀表示必須对含有 ai =±| a > l 的各項求和。引进新 变数： 

卜 / i 2 ( 吾-去). 

于是 

dF =— &甚办(士 —去) 惨 

沿6的实軸积分时，必須以某种方式繞过奇点6 = 0 (恰好它相当 
于滿足关系式 g 2 + fc ! = fc 2 ) o 繞过的方向取决于，虽然我們仍假定 
S ( co ) 为实数（媒质是透明的！），但实际上它包含有小的虛数部分， 
达虛数部分当^>0时为正的 ， o <0 时为負的。相应地， f 也包含 
有負的或正的小虛数部分，因而必須沿通过实軸下面或上面的路 
綫进行积分。这表明，当我們把积分路綫移到实軸上时，必須从下 
面或上面繞过奇点。这样的繞过也对作出貢献，而实数部分 
在取和时完全消去。設沿无限小半圆繞过奇点，我們得到 

仏擇= 譬 - j 譬卜 

"U 

这样一来，我們最后得到公式 

， dF= -^( 1 ~ 

这公式給出頻率間隔內的輻射强度。按照（86.2)，这輻射集 




do )^ 


(86. 3) 



①这損失內不包括軏致輻射。 
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中在角度 內: 


d 0 - ^-^-^ Ldco . (86.4) 

vn Qintf do) 

将 （86. 3) 式对媒质透明区域內的全部頻率进行积分，就得到总輻 
射 强度。 

也很容易說明契連科夫輻射的偏振問題。从 （85. 7) 式看出， 
幅射場的矢量势沿速度 v 的方向。因此磁場= i [ kA k ] 垂直于 
通过 v 和射綫方向 k 的平面。但电場（在輻射的“波带”內）垂直 
于磁場，因而也在上述平面內。 

硏究物质媒质內运动的粒子的輻射問題，我們还可以提到另 
一种效应，这种效应的必然存在，已由 k JL 金茲堡和 H . M •弗竺 
克 指出： 当粒子从一种媒质通过另一种媒质时，必須发出輻射。这 
种“跃迁”輻射在原理上与契連科夫輻射不同的地方是，当粒子为 
任何速度时都必須发生，而不仅限于速度超过媒质內光的相速度 
的情况。它与軔致輻射也毫无共间之处（軔致輻射也是当带电粒 
子入射到两种媒质的分界面时发生的）。和对契連科夫輻射一样， 
对于质量无限大的粒子，这种差別也特別明 M 地表現出、来，这时軔 
致輻射完全消失，而“跃迁”輻射还存在 


® 有关“跃迀”輻射的詳細計算問題，参閱 B . . I . rHHafiypr 和 H . M . 中 paHk 的 
論文， » C 8 T $,16, 25,1946。 
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§87. 一个置的童子起伏的普遍理論 

电磁起伏現象的硏究，可以根据起伏現象的普遍理論来进行。 
但是，这时，通常的理論是不够的，因为其中假定了起伏是古典的 
(非量子的）和热力学性质的®。因此，我們在本节激述不用上述 
假定的起伏的普遍理論。我們先硏究只有一个起伏量％的情况> 
我們假定它_是实数，幷且这样定义它，当系統未受到外来的作用 
时，它的平^値等于零。 

按照量子力学的規則，我們引进与物理量对应的算符 


(87. 1) 


(87. 2) 


① 参閱〃統計物理学”第三版，§§117—120。本节和下一节可以认为是“統計 
, 物理学”第十二章的继續。这里所用的符号对应于該章的符号。 

② 写出的积分实际上是发散的 r 因为|«1—~时 〆 （幻井 不趋近于零。伹是这一 
淸况对于下面推导訃算有限均方値的公式并不重要。 

我們很感謝 c . M . 雷托夫向我們指出这种求傅立卩卜分量的方法比“統31•物理学” 
§ 117內所用的方法优越 w 、 


我們定义它的“傅立叶分量”为 ® 


或者反过来， 










算符^> 一輯說来不能与它共軛的算符 xt = x ^ 对易 c 
在不同时謝量扒《)的起伏之間的关联由函数 
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' .〆• 

9 (〆 一 0^^[^(<)左（0+^(0^^)] (87. 3) 

表征，共中横綫表示利用精确的量子力学儿率求平均 値①； 由于状 
态是稳定的，这函数只依賴于差値将 (87. 2) 式代入上 
式，我們 得到 # 

+ o» 

9 ( r ) = U I (^oc^x^ 4 - e iihyt ^ tt>rtr) dcodco\ 

一 CO 

等式右側的积分，如果被积式內包含有 cu + o / 的 S 函数，将只 
是《 _ 〆 的函数这表明必須 

^ ix^xj + x ^ xJ ) — ( a ; 2 )^8(6 J + ai r )- (87. 4) 

我們必須把这式子看作是量的定义。我們注意到这个量明 
显地为实数[只要注意到 （87. 4) 式的左側和右側一样，只当 o / = 
=-^时才不为零，而变換到复数共軛表达式时表明 w 变号，也即 
是簡单地0与0/換位]。 

将 (87. 4) 代入9>0)內，幷对心/进行积分,我們得到 

(87. 5) 


(87. 6) 


① 大家知道，按照铳 ft 学的基本原理，平均后的锫果实际上幷不依賴于是用力 
学方式按系統稳定态的精确波函数求平均値，还是利用吉布斯分布求平均値。差別只 
在于在第一种情况下，所求的量是用物体的总館量表禾，而在第二种情况下是用它的 
温度来表示。 

② 与“統針物理学”第十二章的公式比較时，必須注意到：这里所引进的最 
的（在那里表示为 HnHrcol 2 ) 更为古便的归一化，与前者相差一个因子 2 ir 。 


9(0 = | (x^^e^^dco. 


特別是 9(0) 不外是起伏量的均方値。由此可見®, 






於 00 

I (怎 2 ) 扨 如. 
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我們看到，量或者量 2(#)^ 若只是对0的正値进行积分) 
正好是起伏量的均方値的“譜密度”。 

設量％所屬的物体在某一个給定 （ w - M ) 的稳定态下。則 
( S 7. 4) 式激平均値为算符的对应的对角矩 陣元： 

771 

■~h C^cc> f ) nmC^a)^)m7i 1 y 

式中求和对全部的能級譜迸行（由于算符义>是复数，方括号內的 
两項幷不相等）。 

算符$对时間的依賴关系表明，計算它的矩陣元必須利用含 

时間的波 函数。 因此，我們有 

4-00 

J 細 ㈣ W = a ;， w S(w 祕 + cu )- (87. 7) 



式中为用物体內粒子坐标表示的算符^的不含时間的寻常矩 

陣元， 而 为状态 找和 m 之間的跃迁頬率。这样 

h , 

一来， 

♦ 

* I 怎》抑 1 2 [S (叫抑 + “)? (O), ⑽+ 1 /) + 

乙“ - 


+ 8 (oj 汴仰 + a/) 8 Coj^ + co)] 

(此处已計及由于％为实数， = 显然，方括号勺的 S 函数 

的乘积可以改写为 

8 (oj nm ~h oj) 8 (co + a/) + 8 (oj mn +a>) § (co + a/). 

然后与 （87. 4) 比較，我們得到下列 公式： 

(^ 9 ) io '■= I x wnv 1 2 I S (a> + + ^ C^^r^mn 1- (87, 8) 




% si . 
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关于这个式子的书写形式，我們还要作如下的說明。虽然宏 
观物体的能級严格說来是分立的，但它們排列得如此密集，以致实 
际上构成連續譜。不用3函数也可以写出 （87. 8) 式，如果将它对 
很小的（伹包含很多能級的）頻率間隔求平均。 若 rao 为物体的 
小于五的能級的数目，則 

f 




h 

2 


I ^7l7n I 


dV dV 
dE m dE r m 


中屈抑 7 ^ E n 七 hoi ，— 

我們現在假定，物体受到周期性的（頻率为扰动，扰动的能 
量与量^成正比。我們把沈动算符写为 


F - - fx = + (87.9) 

式中： fo 为常数。作为举例說明，例如，我們指出，量$可以是牵統 
的偶极矩，偶极矩的算符为贷二 Ser , 它对系統內所包含的全•部电 
荷求和。在这种情况下，扰动为外加周期电場的作用。 

系統在扰动的影响下发生跃迁，而且 n -> m 的跃迁几率（单位 
时問內）由下列公式給出® 

^nm = ~2^2~ 1 1 + + S{(0 + C0 nm y} . (87. 10) 

这式子內的两項分別来源于 (87. 8) 式內的两項。在毎次跃迁 
时，系統吸收（或放出）量子7心^»。总和 

Q ^ nm 知 ① mn 

7TV 

9 

給出物体在单位时間內所吸收的平均能量；这能量的来源为外部 4 
扰动，而被物体吸收后在物体內部耗散。将 （87. 10) 式代入，我們 
得到 


①参閱“量子力学”，§42。 
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Q=g\fo\ z ^l I ^nm 1 2 (8 (CO + 如 win) + 3 (⑺ + ^nm) 1 
^ ^ m 

或者考虑到 s 函数只在宗量等于零时才不为零，于是 

^ = Ifol 2 1〜饥| 2 0(以 + 以脇)— 8(以 + 〜扣》. (87. 11) 

^ m 

/ 

扰动对物体的作用，用由下列方式所定义的量 a 来表示,更为 
方便。当扰动不存在时，量$的平均値（对物体的量子力学状态求 
平均）等于零。当外部扰动出現时，$不为零，而与扰动的数値成 
正比。我們把它写为， 

* 

X - y(a/o^ <wt + e ^). <87. 12) 

这个等式也代表量 < X ( CO ) 的定义（若利用含有时間因子 f ^的 r 
和 f 的复数表示，則它們乏間的关系可写为 s = a/)。 

能量的吸收也可以用量 a 来表示。为此我們利用下列 情况： 

物体的平均內能对时間的导数^等于物体的哈密頓函数对时間 
、 at 

的偏导数的平均値 ®: 

dM = 琢 
dt = ir’ 

因为在參內只是扰动$与时間明显地有关，因而我們有必 =— 方。 
这样一来，我們得到一个簡单的公式: 

穿= - { foe~ ib>t - Ue ^ x , (87. 13) 

这公式在上述理論的应用上起着非常重大的作用。在我們对某种 
具体过程选擇了量 Z 以后 7 若已知道能量变化的具体表达式，則将 
后者与 (87.13) 式进行比較，就可以确定那一个量起着/的作用。 
在 (87. 13) 式內代入 (87. 12), 式的$，幷对外部优动的一个周 

① 参閱“铳 計物理学”第三版，§ 11。 " 
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( S7 . 16) 

e T —1 

起伏量的总均‘方値由下列积分 給出： 

oo 

每如. (87. 17) 

0 

这些重要的公式是由 H . 卡偷 （ Ka 他 n ) 和 T . 維耳頓 （ Welton )、 在 
1951年导出的，这些公式把物理量的起伏与系統受到外部扰动时 
的耗散性质联系了起来。我們注意到， （87. 16) 式大括号內的因子 
在形式上代表頻率为^的振子在溫度 T 时的平均能量（用作单 

位）； I 这一項对应于零振动。 • 

上面得到的結果可以表达成另一种形式，如果我們从純粹形 
式的观点出发，把量^的自发起伏看成是某种虛构的“机遇力”/作 
用的結果。这时方便的是这样引进“傅立叶分量”‘和 L ， 使^ 
仿佛是通常的量，而不是算待，再写出这些公式。‘和尨之間的 
关系为 

— ’ (87. 18) 

然后，均方起伏可以写为 

， aj w av = a ( a >) ct ( a /) = ( a ; 2 ) ^ 8 ( c ^ + oj r )= 

— 1 a j 2 (/ 2 ) 似 8 (cl> + o/). 

因而对干机遇力均方値的譜密度，从 (87. 16) 式我們得到 

( ^^OT cth w* ( 87 . 19) 

上面所介紹的对起伏的解釋，在理論的具体应用上，有一定的优 
越性 D 

由此可見 ，量％ 的起伏完全由函数 Ot ( cu ) 的虛数部分給出。我 
們注意到， cc ( co ) 本身可以視为复变数 O ) 的函数，它具有一系列的 
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普遍性质，这些性质和§ 62內所說明的函数的性质完全相 
似。这是完全自然的，因为 < o >) 是 （87. 12) 式定义下的量的例子 
之 ~ k O \ 

从 (87. 12) 的定义看出， a * (0>)。其次， 因为 在某一 
时刻的 S 値只依賴于前一时刻上系統所受的外部扰动的过程 ，因 
而我們得到（与§62比較），量 < x ( a >) 在上半平面內无极点。又从 
aO ) 的虛数部分与耗散能量的关系式得 出：当 0取不为零的实数 
値时， ct 〃（ o ) 沒有零値。在§ 62內曾經指出，从这些性质可以推导 

• X 

出函数的一系列其他的性质。我們在这里不再重新列出这些性质； 
其中也包括克拉梅尔-克朗尼公式 (62. 7) —(62. 10)。 

如果 a ( a >) 定义 为：当 co — oo , a — 0，則在这些公式內必須以 

k * 

ct 代替 V 例如，代替 (62. 7) 式； 我們有 

a (< u ) =iX “(€)母 ， (87. 20) 

t7T J CO 

一⑽ 

而代替 (62. 10)，我們有 

a » (87. 21) 

当溫度时，有因而 (87. 16) 式变为 

(^ 2 )„ = — (87. 22) 

7TCO 

其中已消去了量子常数，这符合于在这些条件下起伏是古典的这 
一事实。 

如果不¥式对任何主要頻率（即 Ct "( W ) 显著不为零时 
的頻率)都正确，則在积分式(87_ 17) 內可以过渡到古典 极限： 

7T J (O 
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但是按照 （87. 21) 式，这里的积分可用靜态値（/来 表示， 又因为 
0=0时，虛数部分《〃=0,因而我們有 

P = Tct(0 )， 


这正是应当的 


(87. 23) 


例 


題 


試用量子力学方法直接計算受扰动系統內$的平均値而推导出公式 
(87.21) 0 , 

解.設中 ( 《 Q ) G ) 为未受扰动系統的波函数。仿照普遍方法 ©, 我們求得 
第一近似下受扰动系統的波函数为 


m 


式中系数滿足方程: 


> io ). 


1 


dt mn 2 

xCfoe ^+ fte ^). 


X 


由此得 




) 


^mn 一 ^ + 

这时假定 k | 不和頻率中的任何一个頻率相等。利用所得到的函数夕 n ， 
我們可以算出$的平均値为算符$的对应的对角矩陣元；在相同的近似下， 
我們有 

5 = J ^^(a mn x nm e i ^nm t + a* nn cv mn e iot mn t ) ^ 


^mn 


t^nm j ^ mn ^\ 




m 


①按照古典起伏理論的热知公式：量万的計算霈要知道^从零变到給定値时 
所必需作的功。这功等于：^/2«(0)[这&导茧(87.23)式]。实际上，由总和 


x 


fx 


2 a ( 0 ) 

取极小値的条件,給出 r 在外加恒定扰动作用下正确的平均値为 ^= a (0 )/ o 
②参闕“量子力学”，§40。 
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将这式子与 (87.12) 的定义比較，我們得到 

a f M ⑴ 

«» 7 rb ^mn — w 

在这計 算中, a 的虛数部分当然消去，因为我們已假定 laH ^ a ^。 把 （1) 和 
(87,15) 代人 (87. 21) 式，容易证明，后者实际上恒被滿足（这时必須注意，在 
对忘和 a 〃（ f ) 的正値进行积分时,不为零的只是5函数中的一个函数）。 

§88. 几个量的量子瘗伏的普遍理論 

前一节得到的結果可以很容易推广到同时有几个起伏量〜 
的情况。我們在这里只是引入結論，而不去詳細地重复計算的过 
程，它們和前一节內所进行的完全类似 0 

設％和&为所硏究的物理量中的任意两个量。我們引进对 
称化的算符乘积的量子力学平 均値： 

^ ^aXo>bo> r ^Xboy f Xa<o)= (^a^) ^8 (co + 0> f ) ^ (88. 1) 

它推广了 （87. 4) 式的結果。由类似于推导 (87. 8) 式的計算，我們. 
得到下面的結果： 

(¥&)«= nm (^ b ) m 7 iS ((0- {- &> nm ) + 

+ (%6) wm (W<z) wtu X 各 （W + ⑴饥 w) } • (83^2) 

系統所受的外部扰动可以写为 

F = — 2尺匕=一 ^^{ foae ^ + nae ^ a . (88. 3) 

a a 

系統在单位时間內所吸收的能量，由类彳以于推导 （87. 11) 的計 
算得到 

Q ~ 2 ^ ^ Oaf Ob [ C ^ a ) nmC ^ d ) n 7 n ^ ^mti ) — 


f 
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于是 （87, 12) 的定义可以推广 如下： 

(88. 4) 

— 0 \ C<^abfob^ ^^abf 06^ )> 

△ b 

(88. 5) 

或者 

Xq = ^,a ab f^ 

b 


如果全部量都表示成复数形式（〜于是內能变化用外加扰 
动表示为 

穿=- (88. 6) 


这公式和 （87. 13) 式一样，在理論的具体应用中通常可用来确定量 
〜和/«間的实际对应关系。 . 

将 (88. 6) 代入 (88. 5) 式，也对外部扰动的一个周期求平均値， 
于是代替 （87. 14) 式，我們得到能量耗散的表达式为 

Q - - ^ a ) Joaft , , (88. 7) 

生 a,b * 

与 （88. 4) 式比較，得出 

^o.b 一 江 ba 二 一 : : [ mn nm^ ~nm) 一 

m 

— (T<Z (Y6) Tnn^ ( 公 + ] • (88. 8) 

和前一节內一样，将这个式子和 （88. 2) 式对吉布斯分布求 

平均値，結果我們得到下面的公式，它推广了前一节的关系式 
(87. 16)： 

o > = («L — a a 6 ) cth ^-. (88-9) 

和 (87. 18) 与 （87. 19) 式相类似，也可以把 （88. 9) 式写成对应 
于虛构的“机遇力”的起伏的形式，这种力的作用結果等效于量％ 
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的自发起伏。为此，我們写出 

( 88 . 10 ) 


( 88 . 11 ) 

由所得到的公式，可以对量 a a 6 ( o >) 的对称性质作出一定的推 
論®。首先我們假定当时間变号时〜，化保持不变；于是与它們对 
应的算符&为純实数。此外，我們假定，物体不具有“磁結 

t 

构”，幷且不在外磁場內。这样一来，物体稳定态的波函数也是实 
嚴®。因此，量％的矩陣元也是实数，考虑到矩陣为厄密型的， 
我們有 = 于是我們看到， (88. 8) 式的右側，因而也 

是左側，对下角标》，6是对称的。由此可見， — 

或 0 t afr + a ：^ 二 0 t 6a + c ^, 也即是我們得到 結論: 的实数部分是 
对称的。 

但是每一个的实数部分( X 。和虛数部分之間的关系 
为綫性积分关系一即由克拉梅尔-克朗 M 公式联系起来。因此， 
从 ct 。 的对称性也可以得到 ex 。 的对称性以及整’个 a a 6 的对称性。 
由此可見，我們最后得到結果为 

« a 6 = Ct ^ a . (88. 12) 


① 这里所介紹的箱果是由 r . Kaj xen, M . Bappam , IO . ^s^kcoh 和 P . Tphb 
所得到的 （1952)。 

② 相 S ： 作用的 粒子系 疣的精确能趿，只在系統的总矩方向是簡幷的 a 若假定物 
体在器壁为靜止的容器內，我們就$以消除这种簡幷頌。然后物体的餌轶将 S 非簡幷 
的，因此，与它們对应的精确波囷数可以选擇为实数。 


*^a u = : ^abfdtoj f aa> 二 二 ®a i o>j 

6 b 

其次 

(faft )，(d a ;i*) 

c 9 d 

把 （88. 9) 式代入上式，我們得到 

X 

a j 丄 = 岩 (d - c^r)cth||v 
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如果物体在恒定外磁場 H 內，則关系式 (88. 12) 的形式稍有 
改变。磁場內的系統的波函数不是实数，而具_下列的性质： 

相应地量巧的矩陣元为 

= ^mnC — H )， 

而且 (88. 8) 式右側的表达式，只在 H 同时变号的条件下交換下角 
标 a 和&时才不改变。因此，我們得到关系式为 

aU (H) 一 ct 6 a OH) = ctS a ( — H) — ( — H)• 

从克拉梅尔-克朗尼公式 （87. 20) 还可以得到一个关系式，由 
于 (87. 20) 式，我們有下列的矣 系式： 

a 6a = iJ(a 6a ), 

式中 J 为实数綫性算符。把这个等式和厄密共軛等式= 
= — 相加，我們得到 

+ a ba = — iJ C^ab — a &a ) ， 

当然这里取全部的 a a 6 値时 H 保持为同一値。由此看出，若差値 
at b - a ba 具有某种对称性质，則 < b + a ba 之和也具有同样的性 

质，因而 a a 6 本身也是如此。由此可見， 

a a & ( H )= a 6 a (- H ). (88. 13) 

最后，設在量^中有一些量当时間变号时改变正負号。与这 
种量对应的量子力学算符为純虛数，因而知。如 
果两个量$«,抑是这种性质的，則全部的結論和关系式 (88. 12) 仍 
然有效。如果两个量中只有一个在时間变号时改变正負号，則我 
們看到，交換下角标 a 和&后， （88. 8) 式的右側变号。相应地，代 
替 (88.12) 式，我們得到 

、 * a fl 6= — ct &a . (88. 14) 

由类似方式/在磁場內，代替 （88. 13) 式，我們有 

« a 6( H ) = — a 6a ( — H ). (88. 15) 
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当然，把 （88. 9) 式看作是起伏量对时問对称的結果，也可以得 

\ 

到上述的各种关系式。在傅立叶分量內，时間变号表現为用 - ^ 
代替 o ; (如果量 r 本身对时間变号是不变的）。在 (88. 1) 式內（实 
际上只当 = - cu 时不为零），这表明 o > 和 o / 互換位置，或者下角 
标 a 和&互換俭置。因此，起伏的时問对称 表明： 

也即是 (88. 9) 式的左側以及右側对下角标 a , 6是对称的，于是我 
們又重新得到关系式 （88. 12)。对 ot a6 的对称性质的这种推导方 
式，和通常推导昂塞格动力系数对称原理相类似①；我們在下面将 
看到， (88. 12) — (88. 15) 式可以看作是这原理的推广。 

我們現在证明，上述的普遍理論与热力学起伏理論的相 '互关 
系如何？我們記住，我們称这样的量的起伏为热力学起伏，即当这 
些鼉給定以后，可以确定某一个非完全的平衡状态；換句話說，这 
个量的弛豫时間必須大于該系統內共他可能的趋近于平衡的过程 
-的弛豫时間。对于这些量，下列形式的方程正确： 

Xa = — ab^b^ 

b 

这些方程描写不在平衡态下的閉合系統的行为（叉6表示系統的总 
熵的导数如果系統不是閉合的，而是在外力的作用下，則 

在这些方程的右側必須引进附加項，我們把它們表示为％: 

X a — — ^>^. 7 ab ^ b + Vb - (88. 16) 

6 

很容.易把办用表征扰动的量 fez 来表示。 • 

为此，我們假定物体上作用着靜态力，也即是保持恒定不 
变。这种作用引起平衡状态发生“移动”，这时量叉《的平均値已經 


①参閲“統計物理学”，第三版，§ 118。 
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不等于零。这些新的平均値可以按下列方式用 A 来表示。受到恒 
定扰#作用的物体的能量等于 

% = %0 — 2]丈《 沄《， 

a 

式中啜 。为 扰动不存在时物体的能量。对双求微分，我們得到 

a 


但是按照普遍規則％ 


m 


A 


3 谈 = 3F 


一 


于是 


d°ll 二 6l{°11 。一 fa^a) = TdGP — ^^X a dfay 


a 


a 


或者 


薦 0 = Td9^ + ^f a dx a . 


a 


由此求得平衡値为 


X 




- (F) 


fa 

T 


另一方面，在平衡态下， （88. 16) 式的右側必須等于零。因而 
我們看到，利用: f «， 这些方程可以写为 



(88.17) 


現在可以把上述普遍理論中出現的 ct a6 与动力系数联系 
起来。为此将 (88. 5) 式的〜代入 (88. 17) 式，而将写成綫性 
組合形式： 


X a = 7^ (3 a b Xb . (88. 18) 

b 


①参閲“統計物理学”，第三版，& 11。 
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从 （88. 17) 式分出含 e - ^和的項，我們得到 

^2 ico^adfod^ y<ib(hca cd f 0 d — ^^^yadfpdy 

d bfCtd d 

由于是任意的，由此得到各系数間的关系式为 

iajaad-^2 yab^bScd = 一穿， 

b，c 2 

或 

= - ioj7aiy \ (88. 19) 

式中指数內的一 1表示取逆矩陣。这也就是所求的关系式。 

按照定义，量对下角标 a ， 6是对称的（因为 Pab — 

因此，从《心的对称性也可以得出的对称性， 

dX a dX b / 

也即是通常的动力系数对称原理 

大家知道®, (88. 17) 式还可以有另一种意义。也即是可以不 
把量 fa 看作是对远离平衡态的系統的外部作用，而把它看成是 
“机遇力”，由于在方程內引入了这些力，可以使这些方程应用于閉 
合系統內量$的起伏变化。这样的解釋也相应于把基本方程写 
成 （88. 11) 式的形式。 

将 (88. 19) 式代入 (88. 11) 內，我們得到 

t 

(faf 山 =^(ral+rm cth||,. 

或者对于量 y<z = 

① 在 (88.14) 的情况下，必須 - ha。 这从 （88.19) 式也可以得出，如果 
我們注意到在这神倩况下，如6 =0。实际上是二次乘积 r a r & 的系数，这二次式 
給出偏离卒衡态时的9的变化。伹是熵对时間变号是不变量，而乘积以办在現在的 
情况下当 f 用-《代替时改变正負号，因而熵內不存在这样的項，也卽是 /3a&=0 o 

② 参閱“統計物理学”，第三版，§ 1口和120。 


506 


第十三章电磁起伏現象 


iVayb)oy= -^^(7 ab + L )他每 

在古典极限下，也即是当 hoJ 《 T 时，得到 

* (.VaPb) co ^-^Z^Cy ab+yba)^ 

这和古典量起伏理論的公式符合一致①。 


§89. 綫性电路內的电流起伏 

• 我們現在把§87內所關述的普遍理論应用到綫性电路內电流 
起伏的有趣問題上 L 由 H . 奈屈斯特 ( Nyquist ) 在1928年最先进行 
硏究]。 ' * 

电流的起伏代表导体內的自由（也即是无外加电动势时发生 
的）电振蕩。在綫性閉合电路內，最有意义的电振蕩当然是使导 

綫內有总电流 J 流过的电振蕩。下面義們假定滿足准稳定态条 

« - * 

件——电路的綫度小于波长 X 〜 i 。 于是在电路的各个部分內总 

Cl) 

电流 J 相等，因而只是时問的函数。 

为了求出电流起伏的譜分解，我們选擇 e / 为§87普遍公式內 
所出現的量 A 为了說明这种情况下的量 a 的物理意义，我們假 
定在电路內作用有外电动势 S 。 于是电路內的能量耗散0=乃。 
与 （87. 13) 式比較，我們得到或者在这种綫性关系內，我 

們假定/和3与成正比， 

& = i cof. 

另一方面，在綫性电路內，电流和电动势的关系为式中 
为电路內的阻抗（参閱§47)。因此，我們有 

• • T _ $ 

①参閱“統計物理学”，第三版， （120. 10) 式。 




§90. 电磁場的起伏 


507 


由此得到 a ( o >) 




虛数部分为 





式中 i ?( co ) = ： R e { Z ( a >)}。 于是引起电路內电阻色散的現象的本质， 
对下面的公式是完全不重要的。 

从 （87. 16) 式，我們現在求得电流起扶为 




hco 

2tt\Z\ 2 


Roth 


hco 

2T 


(89. 1) 


也可以把这个公式写成另一种形式，如果把电流起伏看成是“机 
遇”电动势 L = Z ( co ) J 初 作用的結果。于是我們有 

(€,2 ) ，笔 R (89. 2) 

在古典情况下《奶0， 

= (89.3) 

§90. 电磁場的起伏 


宏观电动力学中所出現的电磁量 E ， H ， …，等等，是由求平均 
値而得到的，这种求平均値可以认为包括两步运算。如果为淸楚 
起見,我們从古典的观点出发，則可以分为固定体积內所有粒子的 
位置不变时对物理无限小体积求平均和然后将所得到的結果对粒 
子的运动求平均。在硏究电磁量的起伏时，我們所指的乃是只对 

物理无限小体积求平均値的量随时間的振蕩，下面所硏究的全部 

« 

量即是指这样的量 而言。 

应該指出的是，采用量子力学的观点时，对体积求平均当然不 
是对物理量本身而言，而是对它的算符而言；第二步求平均値是利 
用量子力学几率求出这个算符的数李期待値。因此，严格說来，下 
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面所出現的量 E , H ， …必須理解为量子力学算符。但是这种情况 
完全不影响下述理論的最后結果，而且为簡化公式的书'写起見，我 
們把全部量看作为古典量。 

由于物体內电荷的位置和运动的起伏振动的結果，产生自发 
的局部电矩和局_磁矩，物体单位体积的电矩和磁矩的数値，我們 

分別用■^和表示。这些电矩和磁矩，在某种意义上类似于热 

47 T 47 T 


电体的自发极化和铁磁体的自发磁化，但当然和它們不同的地方 
是求平均値时它們变为零。起伏电場和磁場的威应强度和場强之 
間的关系由下式 給出： # ‘ 


= Si ^ E} G + Bi fcnoH & + Li ， 

(90. 1)' 

而它們的“傅立叶分量”为 

二 

=4 - Ki ^ 

(90. 2) 



这时麦克斯韦方程变为 


(rot E ^) i = 

专 + 公)， 

(90. S ) 

( rotHa >)< = 


(90.4). 


我們把 K 和 L 称为“外加”起伏咸应强度；当然，这神名称带有純 
然的約定性质，幷且只是着重于表明引入它們的形式方法，而不是 
强調它們的丰质。 

为了应用§88內导出的普遍公式，我們必須建立此处所硏究 
的电磁量与出現在普遍理論中的量仏 ，炙 之間的对应关系。我們 
按下面的方式来进行。我們从純粹形式的观点出发，把 K 和 L 看 
作是外部作用的結果，即从部把一定的电流和电荷引到物体內 
的結果，而不是把它們看作自发产生的电矩和磁矩。我們現在来 
計算由这种作用所引起的物体能量的变化。 
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为此我們注意到，从麦克斯韦方 程所得 出的能量守恒方程为 

j 士卜畀 - 忐 + [ EH 城， 

或者将 (90.1) 式代入以后， 

\^\ Ei §i i8iM + Hi §i 丑如 

一忐 ♦ [EH] 淑 - 忐 H E|f+ H 普卜 . 

由此看出，由上述“外部作用” k 引起的能量变化由下列积分 給出： 

- 卻嗜 + h IH[ ( 90 . 5) 

在 § 88 內，我們曾硏究了起伏量〜的分立値，而我們現在得 
到的是它的連續値(物每一点处的場値)。我們暫时从純形式的 
方法来繞过这一不重要的 困难， 把物体的体积分为小而有限的部 
分厶 F ， 幷且硏究每一部分内的某一平均場値。我們在最后的公式 

I 

• 內过渡到无限小体积元。这样一来，代替 （90. 5) 式內的积分，我們 
有总和： 

-去: S 卜 #+ H 香卜， 

上式对 AF 的全部求和。 

将这式子与 (88. 6) 式比較，我們看到，如果选擇毎一部分 



fao>^^Z^ab(oj)x bo} ( 90 . 7 ) 
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給出 f 切与 %間的关系，在这种情况下，相当于麦克斯韦方程 (9 a 3) 
和 (90. 4), 由此我們有 


OJ 

峰 

L i(0 = —^noH k(0 -^Crot 

CO 


(90. 8) 


将 (90. 8) 与 （90. 7) 式比較，幷考虑到 （90. 6) 的定义，可以求出系数 
aaU 士且下角标《，&标出矢量 E , H 的分量和取它們的値的部分 


• AF 0 ，， 

(90. 8) 內的微分算符 rot 这时必須理解为在分立的点处（例如 
AF 的中心)所定义的差分算符。这些算符的具体形式完全是不重 
要的 ，因 为这里只要注意到， 在 (90 v 8) 的两个等式內，分別作用在 
H & 和 E 。 上的算 符是鸫 虛数，.而且只是正負号不同。这表明，将 
K 和 L 的値与坌閧不同点处的 H 和 E 的値分別联系起来的系数 
aai 滿足下列关 系式： 

按照普遍公式 (88. 11)，由此立即得到 

(90.9) 


式中上角标 (1) 和 (2) 表示，这些量分別取在半徑 矢量为 1^和 ir 2 的 
点处； （90. 9) 式无論当或 r t = r 2 肘都正确。 

其次，从 (90. 8) 式的第一式[考虑到 （90.6) 式1,我們看到，在 
系数 ctd 中把値和風^値眹系起来的那些系数，如果 Kw 和 

取在空間同一点处，則它們等于- s iI 0 ^ 如果和 E 。 取在 

不同点处，則它們等于零。因此按照 （88. 11) 式，我們有 • 

(^>^)=0 ( ri ^ r2 )， , 

ih(sU- 知 ) 去―备 
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現在过渡到极限 AF ->0, 显然，我們可以将上述两式写成一个 


式子: 


= ife(sjb<-8^)8(^ — ^) cth 


hca 

2 T 


( 90.10) 


式中1^，1^为物体任何两点的半徑矢量。下面我們假定物体不在 
外加恒定磁 場內； 于是而 (90. 10) 式可以写为 


{K = 2fea^S(r a -rO cth 

由完全类似的方式，我們得到公式 

/ 

= 2AfCij to 8(r 2 — rOcth 


hco 

W m 


(90. 11) 


(L^L^) . = 2h^ ih 8 (r 2 - rx)cth|^. (90. 12) 

由此可見，在物体的不同点处，“外”感应强度的起伏，只在两 
点間的距离 ( h — h ) 等于零的极限下才是互相关联的。当然，这极 
限必須从宏观的意义上去理解。上述的論断表明，实际上这些量 
的关联只能扩展到原子距离。我們要着重指出一种重要的 情况： 
“外”威应强度的关联公式幷不依賴于硏究起伏的物体的几何形 
状，在这种意义上，它們是普遍有效的。. 

在相当低的頻率 E 域內(“准稳定态区域 ” X (90. 11) 和 （9 (X 12) 
式还可以写成另一种形式，这时張量可用恒定的（不依賴于頻 
率）电导率張量疗仏来表 示：/ 

、 ^ _4:7ticr /OA IQ 、 




(90. 13) 


在这种情况下，代替 K , 我們引进一个新量#或 


47 T 




(90.14) 


这个量的意义可以从 （90. 4) 式所取的形式看出 


(rotH^)i 


47 T 


(tr jiS) ^ 


(90. 15) 
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由此看到，电流密度的总起伏为0^五 & +如 寺是 矢量〗代表电流 
中与电場 E 无关的“外”部分。对于滿足 (90. 13) 式的頻率和不太 

低的溫度，我們有砂》“，于是結果 (90.11) 式 
变为 ^ 

— (^2 — ri). (90. 16) ' . 

公式 (90. 16) 由 M . A . 列昂托維奇和 C . M . 雷托夫用另一种 
方法导出 （1952), .而 （90. 11) 和 （90. 12) 式是由 C . M . 雷托夫导出 
的（1953)。这些公式和 （90. 3) 与 （90. 4) 式一起，在原則上可以解 
决計算任何物体內电磁起伏的問題^問題的求解过程如下。把 
Ku 和 Lm 看作坐标的已知函数，，然后对 I 和求出 （90. 3) 和 
(9 CL 4) 式的解，同时考虑到在物体表面上 Em 和的切向分量为 
連績的必要边界条件（在物体外，当然 K = L =0, 伹 E 和 H 不为 
零)。結果我們得到和 Hw 表示为 K w 和的綫性泛函数的形 
式。相应地， Em 和！^的任何二次量（或双綫性量)可以用和 
U 的二次泛函数来表示，然后，利用 （90. 11) 和 (90. 12) 式，可以算 
出它們的芊均値，于是和从最后的結果中被消去。 

作为一个例子，我們来硏究无限的各向同悻媒质內的电磁起 
伏 （ C . M . 雷托夫，1953)，我們假 定辉质 的导磁率等于1，于是， 

P 〃 = 0, 同时必須令 L = 0。 这样一来， (90. 3) 和 (90. 4) 式变成 



rot = i — H 纪， 

c 

(90. 17) 


rotH„-~i—(sE^ + Kj, 

0 


而且 

\ 




(90. 18) 


把 KM 写成傅立叶空間 积分: 
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十 oo 

K „( r )= J g ( p ) e 妒 d z p . 


(90. 19) 


这时 


g^(p)=^2~p I K“ （ r)e- <pr d 3 r ， g^(p) =g 〜 （一 p). 


我們来求出分量 g “ P ) 的关联函数。为此，我們把它們的乘积写 
成重积分 形式： 

+ oo 

* Qia>ivd Okcjf ( p f )( r 2) ^ 


x e -<Cpr,+pri) d 3 nd! 3 r2. 


按下式求 平均: 


( 幻 1 H 2 )) J(co + o /)， 

幷将 （90. 18) 式代入和积分一次（对# n 或 # r 2 ), 由于被积式內出 
現因子 — 于是我們得到 


9io>(p) 9W(P’） = 2hs f, S (u> + cj f ) 8< fc x 

+ oe» 

Xct ^(2^1 e ™ r ^ 


或者最后 


h 


gio >( p ) gho > i ( p , ) (以 +°0 另 （ P + P r ) x 


x cth 


hco 

W m 


(90. 20) 


.我們現在用傅立叶方法求出 （90. 17) 式的解。除了把写 
成 （90, 19) 的积分形式外,我們假設 

-4-<o +«® 

E w = Ja(p)e <pr d 3 p, = | J [pa]e {pr d s p. 

—oo —② 

于是 (90. 17) 式的第一式被滿足，而代入第二式內給出 - 
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[p[pa]]= 一 A 2 Oa + g )， 


由此得 


内 g-p(pg) 


利用上式和 （90. 20) 式，我們得到电場的{尊立叶分量的关联公 
式如下： 

% * 

a ^( p )« w ( p 0 = 


= 4 ^L S | e (P+p’ ） 8O + & > f ) cth|^x 

k^ \ s\^8 ik — p i pi 0 [l^(&+ s^) —p 2 ] 

X If - 心 i 2 

最后，由傅立叶逆变換，我們得到电場起伏的空間关联为 

丑 ift >( ri )_ EKr2 〉 = 


(90. 21) 


十 CO 

{{‘(P)aw(P>— d 3 pd 3 p r . 


由于 （90. 21) 式內存在 S 函数，可以立即积分一次。为了进行第二 
次积分，必須把 （9 a 21) 式展开为簡分数，然后利用 公式： 




t d 3 p= 27r ! 




从已知关系式 


(A-K 2 ) 


47 r 8( r ) 


(90. 22) 


的两側取傅立叶分量，我們得到其中第一式子，再对第一式求微 
分，即得到第二个式子。 

、于是我們得到 • 
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钃 . 

㈤ 1 减占 cth 每 - e- fcV -’ r ) 8 i]0 + 

+ | sj 2 r \ & /Jr 

(90. 23) 

式中 r = jr 2 — n 丨，而取根号%/— s 的正負号时必須使 Re \/ — 8> 

>0 o 特別是对下角标 i 和 A 进'行簡化，幷利用关系式 (90. 22), 我 

. ♦ 

們得到 

. (E (1) E (2 >) ^ - jK -e^^) + 

+ ^P~ 8(r) |- (90. 24) 

由类似方式，可以算出的不同分量之間的关联以及与 E w 

的分量之間的关联，但我們在这里不去硏究它們。 

* 

§91. 透明媒质內的黒体輻射 

• « ■ 

在 （90. 11) 和 （90. 12) 式內出現的因子，和 〆 S 十分明显地 
着 重指出了电磁起伏与媒质吸收之間的关系。但是如果在 (90. 23) 
或 （90. 24) 式內过渡到极限0 (同时假定 8 f >0) ? 我們就得到 
不为零的有限表达式。这种情况与过渡到两种极限——媒质无限 
大和，等于零——的次序有关。因为在无限大媒质內，无論，如 
何小，都会引起吸收，因而在我們所采用的过渡到极限的次序下， 
所得到的結果是指物理上透明的媒质而言，在这种媒质內，和在任 
何实际 媒质內 一样，总是存在着不为零的吸收。 • 

例如，我們来求 （90. 24) 式的极限形式。为此我們注意到，当 
，很 小时， 

n /二 s = \/ — e r — is rr » — + * 
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^ s r + is n ^ - i\/V (1 — 

两式內的正負号选擇取決于它們的实数部分为正的条件。因此在 
0的极限下，我們得到 • 

sin ( 〜、 


( E (1) E (2) ) 


C / 


cth 


hco 


r 2T f • 

式中 w == v / i 为折射率。由于不存在含 3 函数的項，因而当 risrs ’ 


时，这式子也仍是有限的: 


(E 2 ) 似 = 


^noih 

7TC 


hco 

2T 


(91. 1) 


媒质单位体积內电場能的譜密度由下式給出[参閱 （61, 10) 和 
(87. 6) 式]: 


Sir 


•2( E 2 ) 


_ duT 


将 (91. 1) 式代入，我們得到 

oj z hn xv. 

4 ^ ~ d ^~° 


由类似方式，可以算出磁場的均方値。这时得到 


因而磁場能为 



丄 

87 T 


2 (Hi 


co B hn z 

4 tt 2 c s 


cth 


hco 

w 


，我們在这里不去进行相应的計算 r 因％下面所得到的最后結果是 

非常明显的。 • 

. 这样一来，起伏場的电磁雜量的总譜密度等于 

总(誓牛+务 




(夸+ 



to 2 抑 2 d 

fr 2 c 3 dco 


(« co ). 


- 固体間的分子吸力 
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括号內的第一項与場的零振动有关。第二項給出透明媒质內热力 
学平衡下的电磁輻射能量(即所謂黑体輻射能 量）： 


hco co 2 m 2 d 

7 T 2 C 3 dco 


( nco ). 


(91. 2) 


—1 


不考虑起伏現象，由适当推广眞空內黑体輻射的普朗克公式， 
也能得到 （9 U ) 式。按照普朗克公式，单位体积內波矢量分量在 
dk 奶 間隔內的黑体輻射能由下式 給出： 


Tuo 

loT ^ 

e — 1 


12 tt 厂 


(因子 2 是考虑到偏振有两个方向）。与此相应，要得到能量的譜密 
度，必須用 4 ttP 必代替幷且代人 & = o >/ c 。 从眞空过 
渡到透明媒质，只要令& = 以代替 = 也即是只要写为 


b^dk^^-dio 

da ) 


djnoi ) 
? 3 doj 


由这个式子可得出 （91/2) 式。我們注意到，后者当^1时也仍然 
适用，只要把 w 理解为 V ^。 


§92. 固体間的分子吸力 

电磁起伏理論可以用来計算表面分开很小距离的任何两个宏 
观物体之間的相互作用力 （ E , M , 李夫 希茨，1954)。下面我們只 
是假定两个表面分开的距离大于 k 子間距；这一条件可以使我們 
从純粹宏观的观点来处理所硏究的問題。 

也即是我們可以把,物体間的相互作用看成是由經常存在于吸 
收媒质內及其外部的电磁場的起伏所引起的。如果物体表面間的 
空間为眞空，則这种相互作用傅送的机构明显地是唯一的。 

我們設想相互作用的物体为充滿两个具有平行平面边界的半 
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空間的两种媒质，两个半空間相距“在两种媒质內以及 它們之 


間的空間內的电磁場起伏，可以根据两表面的相应边界条件 （ Em 
的切向分量連續）由解 （90. 17) 式而得到®。最为方便的求 
解法是_所求的函数（和量 K w ) M 开为橫坐标 y ， z 的傅立叶积分 
O 軸垂直子空隙平面），然后为确定 場对％ 的关系，我們得到一耝 
非齐次的綫性常微分方程。在解出这些方程以后，我們就得到 E 。 

和 H 。 的积分表达式，它們的被积式內包含两种媒质內的“外”起 

* 

伏和 K 2 w 。 实际上，只需要得到两媒质間 •的空 間內的場 Em 
和的明显形式就够了，因为从这場可以算出相互吸力作用 


于每一物体单位表面上）为麦克斯韦应力張量的0^分量，这分量 
利用 (90. 18) 式求統計平均値。因为这时全部計算都是对場的各 
个譜分量进行的，因而要求出总的吸力巧还必須将对所有頻 
率进行积分②。 、 


但是这种計算是非常复杂的，我們在这里不去叙述它們，只是 
引进最后得到的力 F 的公式 ®: 


oo 




( Sj + p ) ( S 2 + p ) 
_(s x -p) (s 2 -p) 


^2iptol 


o 


-1 


(St + Stp) (8 2 +S^p) 

(^2 — S 2 p ) 


, o 




do )， 


(92. 1) 


式中 # &(6>)和8 2 (00为两物体的介电常数，而且 

^i = a/« l(o>) —1+p 2 ， s 2 = \ / 攻 2 (cu) — 1+p 2 ， (92. 2) 

取根的正負号时必須使 s 的虛数部分为正値 ® 。积分路綫如图 44 a 

k _ - . -- 

①两种物体的磁导率假定等于1。 

、 ② 由針算 得到的包含对“积分时发散的項。伹是这发敎項并不依賴于距 
离 Z , 幷且它代表眞空內的黑体箱射对物体表面的压强。在实际条件下，物体各面廚 
受的力相亙 抵銷， 因此上述的項与我們所感兴趣的相 亙吸力 无关，因而必須略去 • 

③ 参閱 E . M . 栗弗席茲， HC 8 r ^,29,94, 1955。 

④ 因为根号下的式子 (£〃) 的虛数部分是正的，因而当11113>0时也使1^3：>0。 
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所杀； 对的积分为对从0到 oo 的全部实数値进行，而对办的 
积分为对沿实軸从1到0,然后对从0到 ioo 的全部虛数値进行。 

如果物体、的溫度可以假定等于零 （3 下面)，則 （92. 1) 式內的 
cth ( fecu /2 T ) 可以用1代替。我們首先^来硏究在这种情况 T 的 


(92.1)式 0 

(92.1) 式不便于应用 ，一 
則由于它是复数形式，二則由 
于它的被积式內包含有振蕩因 




子(在对办的积分路 
綫的实数部分发生 振蕩) 。后 
一种情况当 Z 为很大値时（这 
时振蕩变得非常之快）使积分 



的計算尤其困难。但在复变数 
0>和？的平面內相应地改变积 
分的路綫，我們可以消除这一 
. 困难。也即是可以同时这样来 



移动这些积分路綫，使对办的 图 44 

积分只对实数値进行，而对也)的积分只对虛数値进行（图 445); 
于是內的指数将总是为实数®。 


結果我們得到相互作用力的表达式为 CT = 0 时) 


oo oo 

rr_ h f f 汀 Ol+P) ( 没 2 七 ; gl 
— }} P ^ llCs.-p) (s^p) 


2p “ 


—1 


( g x +8 jp ) ( S 2 + S 2 p ) ^^ 
(Sj — Sip) (S 2 — ^2p) 


-1 


^dp ^ 


(92.3) 


①容許这种变換的条件是存在着同財移动两条路释的方法，以使彼积式永远都不 
会通过极点。根据函数 SO ) 的普遍性质（見§ 62) 所作的先譜硏究，诳明了这种方法 
的存在。 * 
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在这里我們引用了符号 o > = if 来示⑴的虛数値，而以和 s 2 必 
須理解为卖函数以（0)和8 2 «)。符号 Re 已被略去，因为上面写 
出的式子显然为实数。油 （92. 3) 式，原則上可以算出 Z 为任何距 

零 

离时的力 P ， 只要对两种物体知道了函数 S ( if )。 当 Oi 为实数时， 
按照 （62. 17) 式,函数 S ( W ) 可以用函数 s ( o >) 的虛数部分的値来表 
示。这样一来，可以說，当物体的 函数， ( co ) 被給定后，物体的相 
互作用力的定律就被完全确定了。 

我們現在来硏究距离《小于物体吸收光譜內主要波长％的 
极限情况。凝聚物体內的溫度在任何情况下都小于这里起主要作 
用的数値〜 fco > 0 ( 式中 COo 〜 27 TC / Xo ) o 因此，可以假定 T =0, 
幷且相应地可以利用 （92. 3)式。 

由于在被积式的分母內有指数式递增因子因此在对 
dp 积分时起主要作用的是使 pZf / c 〜1的 P 値。这时 p » l ， 因而 
求主要項时可以令在这种近似下，• (92. 3) 式方括号內 
的第一項变 为零。 第二項在引进积分变数 cr = 2 pK / c 后給出 

' ㈣ 賴 ): - ; ，( 92 . 4 ) 

在这种近似下，对咖的积分下限 2 ie / c 可用零代替。 

公式 （92. 4) 給出 Z 很小的极限情况下的吸力。这力与距离的 

: - _ 

三次方成反比。函数随 f 的增加而竿調地咸小，最后趋 
近于零。因此 S 的値在超过某一値^后不再对积分作出主要貢 
献； r 小的条件 表明： 必須 i 《 c / e Qo 

現在我們来证明，在 （92. 4) 式內怎样过渡到单个原子相互作 
用的极限情形。为此我們形式地假定两种媒质非常稀疏。于是差 
値以-1和 巧-1 接近于零，而且从 (92. 4) 式，相当精确地我們有 

k 
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Oo VO 

64^ 2 Z 3 1 1) (^2 — l)dx ~ 

o o 

, CO 

- 1]( G ) - 1] 记 

0 

按照 (62. 17) 式，将 s ( i 0 用实軸上的 s 〃（ o >) 値来表示，我們得到 


Is ^ iO - HLs ^ iO - l ] 


QO OQ OO 

Af f (^1>^2 ( 吻 ) 山、 

tt 2 J J J 处伽 1 如 2 

poo ' 

-^f ?-' (，W dco 2 , 

J COi-hcOn 7 


幷且求得力 P 为 




(92. 5) 


另一方面，稀疏媒质間的相互作用力可以看成是各分子对之間发 
生相互作用的結果。于是 (92. 5> 的力就相应于分子与依賴于分子 
間距离 i 2 的能量之間的相互作用，这能量为， 



Stt ^ JV 2 


GO UO 


1 (⑴ lX (。2) 

CJx ^2 


\(o x dco 2 . 


(92. 6) 


式中 I 为单位体积內的分子数。从 （92. 6) 式对分开寬度为 Z 的两 
个半空間进行积'分，然后再将总能量对距离 Z 求微分，我們就得到 
了（ 92 . 5)^； 0 (92. 6 )式和 F / 倫敦应用通常的量子力学微扰理鯰到 
两个原子的偶极子相互作用上所得到的熟知公式相同。在比較 
时必須考虑到 <5〃(^)和“振子力’’的譜密度 f ( oj ) 之問的关系为 
(62. 13) 式。振子力通常可用原子偶极矩的矩陣元的平方来表；^;。 
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% • 

于是我們看到，微观公式可以从宏观理論推导出来。 


我們瑰 在来硏究距离 Z 大于物体吸收光譜內主要波长的相反 
的极限情况 G 》 Xo )。 在这里我們首先假定溫度等于零。 

在普遍公式 (92. 3) 內，再引进新的积分变数 a ; = 2 P K / C ，但代 
替芒保留 P 作为第二个变数，于是 . 


F = 


he 


32tt 2 ^J )p 


GO OO 

: n? 


~( si + p ) ( s ^+ p ) 
;(s—1 — p) (S 2 —p) 





.Csx - s x p) 0 2 — 孩 2 p) 


^dp dx' 


xc 

2 pl 


) ， 卷 ) - 1 +’ 


由于分母內有 e % 因而在心;間隔內起主要作用的値为 or 〜1,又因 
为: p > l ， 囟而当 Z 很大时，在变数値的重要区域內，函数 s 的宗量 
接近于零。由于此，^和&可以用它們在 cu = 0 时的値来代替，也 
即是用靜电介电常数来代替，我們把它們表示为 ho 和巧。。在金 

屬內，当 0,-^0 时函数 sO ) 趋近于无 穷大； 因此对于它們，必須假 

» 

♦ 

定 So = 00 o 

这样一来，我們最后得到下列 結果： • 



he 


32 tt 2 « 4 J Jp 


II ： 


(公 10+ P ) (^20+ ff ) e 疋一 1 

C^io — p ) ( s 20 — p ) 


C g 10+ g X0p) ( g 20+ g2of)) c x 一 1 

-(SjLO — ^XOjP) (^2Q— «20?) 


jdpdv ，(92. 7) 


^10 


—\/ s 10 二 1 +P ， ^20 — y/ ^20 — 1 +p 2 * 


此处 # 吸力与 P 成反比。値得注意的是，在这种极限情况下，吸力 


只依賴于两种媒质的靜电介电常数。 

我們来硏究某些特殊情况。当两种媒质为金屬时，_們得到 
特別簡单的結果。在 （92. 7) 式內令 s 1Q -^ 2() = oo , 我們得 
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ho f f x z dp dx he tt ' 2 


(92. 8) 


这力一般和金屬的种类无关（当距离很小时，这一性质不存在，这 
时相互作用力依賴于函数 8(0 不只当6 = 0时，而且对^的所有 
値都是如此）①。 

对于两种相同的电介质由对 (92. 7) 式进行数 
値积分，得到結果为 


f =： ¥§^+ t ) … 0 )， 


(92. 9) 


式中90。)为一函数,其数値如图45內的图綫所示。 

t ' 

讲 o) 







I " B 

lull 


0.6 Q .8 


图 45 

~ 最后，'在 C 92. 7) 內过渡到单个分子相互作用的情况。为此和 
上面一样，我們假定两种媒质相当稀疏，也即是差値心。-1和 
^>-1 很小。对于 （92. 7) 式的被积式 M 开为这些差値的幂紙数， 

■ 〆 • 

只保留不为零的第一項，我們得到 

①公式(92.8)以前曾由卡西米尔(0^3；10111*, 1984) 用另一种方法导出。 
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°^ e ~ Xd ^~- 2 g 6 + 2p dp(s l0 - 1) (s 20 - 1) , 
0 1 

或者 


” ( ㈣ 一 ”• 

/ 

这力相当于分子与能量 

tt — 2 合 he (s±o 一 1) C^2o — 1) 23hc 〜〜 
U ~ ~64^W W = 一 l^ aia2 

參 


(92. 10) 

(92. 11) 


的相互作用，式中〜和 A 为两个分子的靜电极化率。这个公式和 


卡西米尔与波耳德 ( Polder ) (1948) 利用量子力学方法計算两个分 
开很大距离的分子之陶的吸:^所得到的結果相同，这时相互作用 

的迟延效应变成 重要。 

* * *■ 

✓ 

为了得詞計及溫度影晌的公式,我們回到起始公式 (92. 1), 幷 


且看一看，当 r = 0 时导至 (92. 3) 式的变換，当 T 妾0时应如何修 
正。函数 cthOaV 2 TO 在虛軸上有无限多@极点，幷且等于 

o)n = i^n = i (92. 12) 

h 


式中《为整数。因此，当把对的积分路綫移到虛軸上时，必須 
I 沿半圓繞过这些极点，除极点 J = 0 外， a > = 0 的极点可以沿四分之 
* 一的圓来繞54 (图4初)。伹是这样的繞过就会对积分的实数部分 
作出貢献，这貢献等于被积式相对于极点的留数乘上 TTi (对极点 

f 

乘上 ii )。 对虛軸在极点間的部分进行积分給出純虛数値， 
在取实数値时消去。 


这样一来，我們得到下面的 公式: 


f 1 二 


rrc 


n«o ^ 


(s ln -p)(s 2 rv -p ) 、 
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(S± n + S l 7l p^) (^2yt+ ^27i.p) C ^ n l/c — 
( ^ln — ^lnP) ( 汶 2a — 8flnP) 




dp ， 


(92. 13) 


Sn = ^s / Sn — l+J^y ^n = s ( i^ n )j 

累加符号上带撇表示 ,/? = 0 的項必須取半値。当 r ->0 时，极点間 
的距离也趋近于零，因而对 W 的求和可以用对 df 的积分来代替, 
于是重新得到不包含 F 的 （92: 3) 式。 

虽然在距离很小的极限情况下，求相互作用力时实际上常常 
可以假定物体的溫度等于零，但在大距离时，溫度的影响可以变得 
很重要。对距离 Z 时的特征溫度为 hell , 容許假定 T = Q 的条件， 
粗糙地說来为 Zr / fcc « l 。 当溫度相当低时，这条件当然和^件 
是相容的。但在高溫时这两个条件可以互相矛盾，¥是 
(92. 7) 的极限定律的应用区域实际上已不存在。 

k 們現在来硏究距离^很大、使 ^ V “》 l 的极限情况。于是 
从 （92. 13>式总和的各項內只須保留第一項。但是由于这时所引 
起的不确定性（因子技变为零，而对 P 的积分为发散 的）， 因而不 
能在 （92.13) 式內立即令 n = 0。 但如果先引进新积分变数0；= 
= 2 p ^ n l / c 以代替 p (結果因子扠被消去），我們就可以繞过这一 


困难。然后令 n =0, 我們得到 



T 


16 irl 


OU 

I 


0 



(s i0 + l) (g 2 o + l) c J? 

(SlO — 1) (^ 20 — 1) 9 



(92. 14) 


由此可見，在距离很大时，根互作用力的衰戚变慢，重新回到定律 
1-/ Z 3 ， 其系数依賴于溫度和介电常数的靜电値。当 〖 T /虹 大时， 


(92. 13) 式总和內以下的各項指数式地衰减。 
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§93. 各向同性媒质內散射的普遍理論 

上面第九章至第十一章所介紹的电磁波在透明媒质內的傳播 
理論，完全沒有考虑比較弱的但在原理上却是非常重要的散射現 
象。这种現象的实质是产生一种弱强度的散射波，其頻率和傅播 
方向都和原来基波的不相同。 

散射現象的发生，是由于媒质內的电荷在入射波場的作用下 
运动改变的結果。这种运动的改变引起发射出一种新的波——散 
射波。硏究散射現象的微观机构必須根据量子力学3但是这种硏 
究对发展下面所介紹的宏观埋論幷不需要。因此，我們只限于对 
散射时引起波頻率改变的过程的特征，作一®扼要的說明。 

散射的基本过程是散射系統吸收初始量子以后同时发射 
出另一个量子 Wo 被散射量子的頻率 J 可以小于也可以大于頻 
率(这两种情况分別称为斯托克斯散射和反斯托竞:斯散射）。在 
第一种情况下，系統吸收能量 hCco - co ，）, 而在第二种馎况下，系統 
放出能量 / Ko /- CO )， 幷且跃迁到能量較低的状态。例如，在最簡 
单的气体的情况下，散射发生在各个分子上，而且頻率的变化可以 
是由于分子跃迁到另一能級，也可以是由于整个分子的动能改变 
的 結果。 

另一种散射过程是初始量子保持不变，但它引起散射系統 

I 

发射出两个 量子： 一个量子是頻率和方向都沒有改变，还有一 
个是被散射量子 fcV 。 这时从散射系統取得的能量为&(⑴ + J )。 但^ 
是这种过程在通常的条件下，与第一种过程比較，是非常稀少的， 
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因而在散射現象中实际上不起任何作用①。 

j 

我們現在来硏究宏观的散射理論，酋先必須将其中求平均的 
意义加以精确化。如在§90开头所指出的，在宏观电动力学中， 
对一个量求平均可以看成包括两步 运算： 首先固定一个物理无限 
小体积內的粒子的位置不变对这体积求平均値，然后再将所得到 
的結果对粒子的运动求平均値。但是在散射理論中，，这样求平均 
从一开始就是不可能的，因为对粒子的运动求平均，会使我們正要 
硏究的現象消失。因此，例如，在散射理論中出現的散射波場的强 
度和感应强度，必須—解为只是第一部分平均的結果。这样理解, 
的被散射波場的单色分量，在这一节內我們将用把， FT , IV ，吖来 
表本。 

入射波的場用不带撇的字母 E 和 H 表示。在这一章內，我們 
假1 定入射波是頻率为^的单色波。 

对被散射波在媒质內的傅播过程，感应强度和电場强珲之間 
的关系式为(假定散射媒质是各向同性的)。但是这 
种关系式內幷不包含散射現象，也即是不包含在入射波的作用下 
所发生的散射波。要描写散射波，必須在吖•的式子內計及小的附 
加項。在第一近似下，这样的項必須是入射波場的綫性項；这种关 
系的最普遍形式为 

s f £ f , + a ih E h + ^ il0 Et . (93. 1) 

这里表示 W ), 而和为表征媒质散射性质的張量。在 
普遍情况下，它們不具有对称性质，而它們的分量为散射波頻率 W 
和入射波頻率^的函数©。 

•①在 §94 內，我們将看到，受迫輻射效应对 + 的任何温度都是很小 
的。伹在射頻范圍內，它可能变得 很重要。 

② ct 和另的張量性质当然不与所假定的媒质的各向同性相矛盾。只有媒质的完 
全平均的性质才是各向同性的。但与平均性质的局部偏离，其中也包括 (93.1) 式的附 
加項，則不一定是各向同性的。 . 
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(93. 1) 式內的最后一项是由受迫輻射过程所引起的散射部 
分。实际上， （93. 1) 式右側的各項必須对应于和左側的吖相同的 
頻率 V 。因为的頰率为一 co , 因而氏的頻率必須为 o > + o /， 以 

i 

使乘积 )3^^ 的頻率为 o /。 但是0 + 0/恰巧就是表征受迫輻射过 
程的頻率。由于上面已指出这种效应很小，因而可以略去 （93.1) 
式內的相应項，在下面我們将写为 

D \ = s 9 E \ + a i } , E ^ 03. 2) 

和 IT 之間的关系，可用类似的公式来表示。但是我們将 
忽略媒质的磁性质，这通常对于光的散射現象是完全不重要的，因 
而我們可以令 IV 二 H 、 

散射波場的麦克斯韦方程为 

rot E ' = rot FT = — 

c c 

% 

从这些方程內消去 H % 我們得到 

rotrotE f = 

c 2 

根据 （93. 2) 代入 

s s 

式中 《 E 表示分量为 a ik E h 的矢跫，幷考虑到 div 以= 0,于是我們 
得到 iy 的表达式为 

AD f 4- h f 2 D r ― — rot rot ( aE ) ， (93. 3) 

式中^ = 0八)彳7为散射波的波矢量。 

为了精确地表述出求解 （93. 3) 式的条件，我@把散射媒质分 
成許多小区域（但是每一区域的綫度仍然大于分子的距离）。由于 
散射过程是分子性质的，因而在媒质（非晶体！）內各点处，这些过 
程之間的关联一般說来只能扩展至分子距离®。所以，从媒质的 

①在§96內将提到的特殊散射情况可能是一个例外。在这些情况下，散射区 
域的綫度必須假定也大于先的波长。 ’ 
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各个小区域內发出的散射光是非相干的。因而，我們可以这样来 
硏究1个小区域內的散射，仿佛在媒质的其佘体积內，光傳播时是 
沒有散射的。这样，、我們就可以計算出离物体散射部分很远处的 
散射波的場。利用离源很远处的推迟势的熟知近似表达式®，可 
以立刻写出所求的 （93. 3) 式的解为 


"J p ^ f 

D f = —~ ro ^ ⑽七~^~ 
47T Bn 




(93. 4) 


式中 Ro 是散射体积（对它进行积分）內某一点至場的观察点的半 


徑矢量，而矢量 K 的方向和相同。上面的积分与观察点的坐 


标无关。在进行微分后，幷且和通常一祥，只保留包含&的項， 
們得到 . , ° 



我 


因为在观察点处，我們把媒质看成是不散射的，因而在这=点 
处， iy 和^間的关系簡单地为以二 sT 。 在入射波場 E 內，，我們 
分出空間周期因子，写为 


E = E 0 e ilcr . 


然后引进 符号： 

G - 1 (aE 0 ) e^ qr dT, 

(93. 5) 

式中 

q— 


我們写出 

E，- ^ ^[k^G]]/ 

47 rB 0 a 

(93. 6) 


矢量忠垂直于散射波的 W 方向，幷且由矢量垂直于 W 的投影 
給出。 

我們这样求出了散射波的未平均的場后，現在就可‘以来硏究 


①参関“揚論’’第二版，§67。 
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散射光的强度和偏振。为此，必須組成 張量： 

y ( 93 . 7 ) 

式中橫綫表示到此为止尙未进行的最后对物体內粒子的运动求平 
均。对 二项式求平均値当然得到不为零的結果。 因为，因 
而張最/化只在垂直于 V 的平面內有不为零的分量;这些分量在 
該平面內构成二維張量(用希腊字母表示的下角标取两个値）， 
按照定义，張量是厄密 型的： 1，1% 0 可以把它化到“主軸’’ 
上，而且它的商个主値之比給出消偏振度，而它們的和与光的总强 
度成比例①。 

， 在乘积五內包含积分仏的乘 积； 也必須对它們求平均。 
把两个积分的乘积写成重积分形式，我們得到 

GiG% ( 93 . 8 ) 

右角上的指数 （1) 和 （2) 表示，《的値取在空間的两个不同的点处。 

对被积式求平均値时必須考虑到，在物体不同点处的《値間, 
的关联，一般說来只能扩展到分子距离。这表明在求平均値以后， 
被积式只在丨时显著地不为零，其中 a 为分子距离的数 
量級。指数因子內的幂指数为〜 a /入， 其中 X 为散射 波长； 但是由 
于应用宏观理論的必要条件，一般必須《/入《1。因此，我們可以 
用1代替指数因子②。 

共次，对坐标 ri 和 r 2 的积分；可以用对 iOi + rs ) 和 r ^ rj ,— 

— 巧的积分来代替。因为被积式只依賴于 r (平均后），因此，我們 
得到 


① 参閱“場論”第二版，§ 50。把 /K 密張最化到主軸上，这意味着把它表示为 

lik^M ^ ) •，式 中 n ⑴和 n ⑵ ft 普遍愔况下是 相亙垂 疵的复数单 

位矢 M: n ⑴ = 二 l ， n u) n m* 二 -0 。 厄密張徵的主値; ^ ， A 2 为 实数。 

② 但是在碉利散射的情况下，容許这种忽略还要求作进一步的討論（参閲 §9 S )。 
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G^Gt = VE oi Eu\ ( 9a 9 ) 

i 

式中 F 为物体散射区域的 体积； 因而可以預先看出散射必須与 F 
成正比。我們注意到，从 （ 93 . 9 ) 式以及下面的公式內，完全消去了 
入射波的波矢量 k 的方向。 

( 93 . 9 ) 式的积分构成一个四秩張量，它只侬賴于散射媒质的 
性质。由于媒质是各向同性的，因而这个張量的最普遍形式为 


dV - ^ 4 - b8^ lmy ( 93 . 10 ) 

式中为标量常数（更精确地說，为 0 和 o / 的函数）。这張量 
对下角标和的換位自动地是对 称的； 但是这种換位等效 
于变換到复数共軛量(由于点 2 和 2 是等效 的)； 因而張量 ( 93 . 10 ) 
以及常数《， 6 , c 均为实数。 

将 （ 93 . 10 ) 代入 （ 93 . 9 ) 內，我們得到 

Jjf ITT* \ a 一 C pT* IJT 

H -2~ 必 Oi 必 0 

这个式子可以立即写出来，因为它是二秩的厄密型張量的最普遍 
形式，它对 E 。 是二次的，幷且不包含任何其他特定的方向。当然， 
这个張量对不是“橫向”的。将 ( 93 . 11 ) 式的張量“投影”到垂直 
于 I 的平面內，我們就得到所求的張量 J 邱的 最普遍 形式； 为此 
只要选擇坐标系的一个軸沿 W 方向，幷且求出張量在其他两个軸 
上的分量。 • 

我們現在来硏究綫偏振波的散射。这种波的場 E q 的振幅可 
以定义为純粹的实数量®。因而散射光的張量的全部分量也 
都为实数。这表明散射光是部分偏振的，而且可以分解为两种独 
立的（非相干的）波，其中每一种波都是綫偏振的。由于張量依 


+ bEoiE^i^i ^. ( 93 . 11 ) 


O . G % = V 


a + c 


①参間“場論”第二版，§§48,50。由于得到的公式是非常复杂的，我們在这里不 
去硏究橢圓偏振光的散射。 
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賴于两个选定的方向 （Eu 和1^)，因而可以預先看出，这些波中的 
一种波偏振时矢量 W 在 E 0 , k f 平面內，而另一种波偏振时欠觉 F 
垂直于这个平面。散射光的这两个分量的强度我們分別用 A 和/ 2 
表示；它們分別由張量/_的主値給出。 

当为实数时， （93. 11) 式变为 

' GM - V iaEoiE ok + bEl ^ ik ). - (93.12) 

首先我們洼意到，綫偏振光的散射是由两个而不是由三个立常 
数决定。为了求出八和尺，我們把張量 E 。 投影到上述的两个偏 
振方向上，在取張量 (93. 12) 的相应分量后，我們得到 

秦 

A 〜 ashx 2 6 M -6，(93. 13) 

比例系数相同；式中为 E 。 与散射方向 V 間的夹角。我們注意 
到，电場的极化垂直于 E 。、 Y 平面的散射光分量的强度与散射方 
向无关。 

自然光通过煤质时，散射光是部分偏振的，幷且从对称性可 
知，它的两个非相干的分量是綫偏振的，其电場在 k , k / 平面（散射 
平面）內，幷且与它垂直。我們分別用和 /_ l 表示这两个分量的 
强度。为了求出它們，我們再将 (93. 11) 式对在垂直于 k 的平面內 

的矢量 E 。 的各个方向求平均。乘积風在这样平均后給出 

■ 

^ o ^ = y | E 0 | 2 (8^-^) 5 * (93.14) 

II 为 k 方向的单位 矢量； 这是一个二秩的張量，只依賴于 k 的方向， 
在降秩时給出旧。1 2 ,幷且滿足 条件： 

ruEoA = (^Eo)E^ = 0. 

由此可見，自然光散射时，我們有 

, OM = V j*Eo 1 2 [― -+ 6^ J . (9 a 15), 

最后，取这个張量在两个偏振方向上的分量，我們得到所要求的公 
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k 为 ' 

Jn 〜苦 cos2 分 + &， + (93. 16) 

式中分为散射角 （ k 和 I 間的夹角)。 

• 我們現在回头硏究联系标量常数《，6, c 与張量 a iJb 的公式 
(93. 10)。和二秩的任何張量一样，張量 ota > 在普遍情况下可以写 
成是三个独立部分之和： 

+ 名仏 + 叫允 , (93. 17) 

瓤 , 

式中 a = a u 为标量，如为迹等于零的对称張量（如=%，如= 0)， 
而为反对称張量。把上式代入 (9 义 10) 式，幷对不同的指标对 
进行降秩;于是我舸得到下列三个方程 ®: 

6a+36 + 3c = J ap* dF - J dV 7 1 

3 a +96-|^^ cfF - I 

= 音 J a u 、 a ( 2 )*dF + J s^*dV-hdV ， )(93. 18) 
6a+3b — 3c= ct^a^^dV — 1 

= + 1 s^*dV - dV . J . 

这些方程的右側以及它們対 a , 6, c 的解幷不包含 c ?， a <A3 的 


①这些方程右边的积分为正値，因为利用从 （93.8) 式变換到 （93.9) 式的逆变 
換，可以把其中的®—个写成完全平方的形式。用丨6 〆 表示这三个积分[也卽是对 
ci 、 b、c 解 (93.18) 式]，我們得到 a , c 的三个不等式为 

2 f ? + 办 + 0， 

— a >0， 

2 A + a — oO . 


从这些不等式中特別得 K 6>0 o 
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叉积。这表明任何散射过程都可以表示成三种过程（三种散射类 
型）的叠加形式，我們可以分別把它們称为标量散射、对称散射和 
反对称散射。我們来分別硏究这三种散射类型。 

在 (93.18) 式的右側只保留头一項，我們得到 

a = c = 1 ' a c 2> *^ F , 6 = 0. (93. 19) 

从 (93,13) 式我們看出，偏振光发生标量散射时，散射光也是完全 
偏振的，其强度的角分布由下式給出 

/ = -|-9in 2 ^ 

2 , 

(这里和下面，/的表达式都已归一 化为： 使它們对方向的平均等 
于1)。当自然光散射时，总强度的角分布和散射光的消偏振度， 
按照 （93. 16>式，由下列公式 給出： ^ 

/ = / 丄 + A=|(l + cos 2 0) ， ^L=cos 2 d 

4 

[参閱415頁底注內的公式]。 

对对称散射，由 （93. 18) 式給出 • 

<* =舍=—音 = (93. 20) 

偏振光散射时，我們有 

而自然光散射时， 

/ = ^(14 — sin 2 0), ^ = 1 —+ sin 2 d. 

最后，对反对称散射，我們得到 

6 = o = — a 二音 (93. 21) 

偏振光散射时， 


J 自然光散射时， 


04. 散射的細致 平衡原 S 
& 


/ = -f(l + cos V )， cos 2 6>, 

4 
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由細致平衡的量子力学普遍原理 ®， 可以得到各种不同散射 
过程的强度之間的关系式。 

. 我們用^^ 12 表示量子办^受到散射(在单位长路程上）后在 

立体角元 do 2 內产生量子 hco 2 的几率。我們再用 dw ^ 表示量子 

办以2受到散射后在立体角元办1內产生量子的逆过程的儿率。 

細致平衡原理給出这两种几率之間的关系为 . 

dwx2 _ dw^i 
h\do^ k\do 1 y 

式中 h ，知为两个量子的波矢量。代入的 & I=s 2 coI/c 2 
(其中 8工= S(0>2))， 我們得到 


o dtVx^ o 

8^1-—^ = 8^0)1 


dw 2 i 

doi 


(94. 1) 


在这关系式內假定了散射系統的初态和末态对应于分立的能 
級風和爲，它們之間的关系为 

Ex "4" hco± ~ hfOJ^* 

这种提出問題的方式幷不完全符合于实际的情况，因为宏观物体 
的能級譜是非常密集的，因而必須看成是准連績譜。 

所以代替具有严格确定的頻率变化的散射几率办我們必 
須引入在頻率范圍办; 2 內的散射儿率，也即是物体跃迁到能最在 
^ 2 -^^0； 2 范|1的状态的儿率。我們用表示这几率（仍然化 


①参閱“量子力学”，§ 116。 
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为单位长路程的），我們有 

dhx^ — dw^ dl 




式中 dr 2 为物体在能量范圍视 2 內的 S 子态数代替 （91 1)， 

我們現在写出 ^ 

此 1 r 2 dh ^ — dl ’2 2 - dh^i 

dE, 1 4o^dco^dL\ 2 2 doydoy ； • 

但是按照物体宏观状态的統計权重与其熵 P 之間的熟知关系式， 

导数 | 基本上等于 e % 于是关系式为 
dE 

m 

〜 6?1 、/ dEl __ 

, dT ^/ dE ^ m 


因为由一个量子散射所引寧的物体能量的变化与其本身的能量比 

較是极其微小的，因而熵的变化也比較小，所以我們可以假定它 

一 

等于 


， 5^-5^ =盖(風-怂）=+(私—愚）=吾(吻 一一 • 

考虑到这种情况后，我們最后可以将散射的細致平衡原理的 


表达式写成下面的形式: 



dhi 2 

do 2^0^ 



dh^i 

do \ doj \ 


(94. 2) 


量必（量綱为厘米― 1 )称为光散射的微分消光系数。也可以如 
下来定 义它： 办是单位时間內在媒质单位体积內所散射（在頻率 


范圍6^和如方向上）的畺子数与入射光內光子流的密度之比。将 
dh 对散射光的所有方向和所有頻率进行积分，我們就 得到爸 ffi 袭 
g 塾，它代表光子流在散射媒质內傳播时光子流密度的衰咸率。 

’ 关系式 (94. 2) 把斯托克斯散射 （1—2) 强度（消光 
系数）和反斯托克斯散射 (2—1) 强度联系起来。我們看到，第二种 


散射一般說来比第一种散射大致小一个因子: 




« 率改变小的散射 
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这种情况具有相当普遍的性质，‘它相应于能量从物体傳递給电磁 

場时使这过程的几率减小倍，式中 A 五 为所傳递的能量。特別 
是由于这一原因，被迫輻射通常是非常微小的，这时物体在每次散 
射动#中所放出的能量为&0^ +以 2 )。当 ACc ^ + c ^)〉〉^ 时，这种 
过程的几率包含一个很小的 因子： ， 

h I ( 1 -h < t > 2 ^ 

e t • 

在散射 时頻傘 改变很小这一重要情况下，普遍关系式 (94. 2) 
可以大为簡化。我們把叫簡单地表示为 o ， 而把小差値 co 2 - 叫 
表示为此外，为簡单起見，我們引进 符号： 

do^ctojfi 

在 （94. 2) 式的非指数因子 sW 內，我們可以略去差数 Am , 然后在 
等式两側消去它們后，于是刺下 ' 


A ( W-{-A (O) 


/(6j, Ao>) e~^ = /(a) +Aw, — Aw)e 一 t • 

函数 JO + AU ， - 4^) 的第一个宗量給出光的初始頻率，我們可以 
略去其中的也即是把散射光的强度化为对入射光的某一位移 
后的頻率値而言。于是 


/(o),Ao)) = 1 (o )， 一 Ao))e — 


(94. 3) 


在这种近似下，等式两側的/系对入射光的同一頻率而言。換句 
話說，关系式 (94. 3) 給出同一种，光的斯托克斯散射和反斯托克斯 
散射間的箇单关系，其頻率移动的絕对値 Ao > 相等。 


§95. 頻率改变小的散射 

4 

93內所发展的理論具有充分的普遍性，可以应用于各向同 
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性媒质內的各祌散射惰况，而与散射的其体机构无关。但是这种 
討論的普遍性当然不能推广到很远，对散射現象 的进- 歩硏究，还 
需要作一些更特別的假設。 

在大多数观察到的实际情况下，光的散射只引起頻率比較 i 
的 改变: = o / — CO 。 下面的計算即是針指这种情况而言，而且除 
条件我們还假定在頰率范圍 AO ) 內，繅质的折射系数改变 
比較小。后一条件表明，頻率0不能太靠近散射媒质的吸收区域 
(或吸收綫 ） o . 

如果^屬于光学光譜区域，則小 Aw 的微观散射机构可能与 
原子和分子的某些运动（也即是原子核的运动，当它与引起光学跃 
迁的純电子运劫方向相反时）有关，这些运动包括分子內原子的振 
动，整个分子的轉动或振动等等。 % 

假設 g = g (<) 为描写引起散射的运动的一組坐标①。因为这种 
运动比較慢，因而我們可以从新的观点来硏究散射的宏观描写。也 
即是可以引进介电常数張暈它的分量在任何时刻都只依 
賴于同一时刻作为参量的坐标 g 的数値。这一性质是由于我們假 
定 s 的相对改变很小。这样引入的介电常数是对原子核的位置固 
定时对电子的运动求平均的場而言。对于完全的平均場（也包括对 
原子核运动求平均)，介电常数变成标量 8 = 与这个値 

的偏差我們用 表示： 

* 

^hoCq) — ( 95 . 1 ) 

張量以 給出作为时間函数的場强和感应强淹之間的关系。 
应着重指出，入射波仍然假定为单色的（頻率为 o )， 但散射波的場 
圮現在看作是时間的函数，不能分解为单色 分董。 总場包括入射 

I 

波的場 E 和散射波的場于是 

①为簡单起見，我們将采用古典观点进行討論;但下面 得到的 結果，当用: a 子力 
学描写原子核的运动时，实际上也仍然是正确的 。 j 


5 95. 頻串改变小 f!:」 散射 
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Di = Sue, + , 

按照定义，消去項 D 和 sE ， 幷略去二鲺小量 S w 私后，我們得到 

D\ =^sE\ +8s i]0 (q)E J0 . (95. 2) 

关系式 （95. 2) 的形式和 （93. 2) 式相同，但是其差別是！用上述 
方法处理問強时显然看出，在現在的情况下，張量0^==是对 
称的。这可以从介电常数張量的对称性的普遍理論直接看出。此 
外，因为透明媒质的介电常数为实数，可以断言，張量也是 
实数 。 、 

張量不存在反对称部分表明，在§93末所指出的三种散 
射中，不存在頻率改变小的反对称散射。 

我們現在来計算散射的总强度（頻率变化在現在 
的情况下这可以計算如下。在散射波場方程 （93. 3) 內，我們可以 
用代替 F (以及取6/=0时的 a 値)，然后这方程一般 
不再包含 o /， 也即是对場的任何譜分量都相同。因此，該方程也适 
用于散射波的未分解为傅立叶分量的場，我們用以来表示它。利 
用 （93. 6) 形式的解，我們得到 

式中 G 为 k 与 G 間的夹角，而短橫表示最后对粒子的运动求平均 
(也即是对 g («) 的时間关系求手均値），这和§ 93內一样。 

我們定义消光系数 A 为散射媒质单位体积內所有方向的散射 
光的总强度与入射光通量的密度之比®: 

A== F"|E| 2 lj E， 12 R ^ do ' = ~6^c 4 V "'|E| 2 ■ 

如我們在 § 93 內已看到的，在計算平均値时，可以用1 

①这一定义和 § 94 所給•出的普遍定义(根据散射 S 子数）相差一个因了- 
在現在的倩况下，可以假定这因子等于1,因而两个定义是等价的。 
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代替 G 的被积式內的指数因子，于是 

T~GY 2 = E 0 iEt^ U H dV^s lh dV^ 

这里要求平均値的式子代表二秩張量，因为媒质是各向同性 
的，在平均后得到 / 

去 ‘ ( Ss tia dV^ - 


这样一来，最后得到 


fe== 187TC 4 T(l 88lmd ^) ’ 


(95. 3) 




4 


18 ^ F ⑻各， 


(95. 4) 


式中已引进符号（…… )r 表示对体积7求平均。 


积分的均方値也可以写为重积分的平均値形式，而且由此看 
到（参閱 §93) 它与体积7成正比。因此消光系数的数値幷不依賴 
于散射体积，这正如所預料的。我們还必須注意到，消光系数 A 也 
不依賴入射光的偏振。 

‘公式 (95. 4) 可以作如下解釋。我們可以形式地說，在完全的 
均勻媒质內（也即是介电常数精确地为常数的痪质)，一般不存在 
散射現象。从宏观的观点看来，可以把散射看成是由于媒质的不 
均勻性所引起的。这种不均性随时間的变化在分解为譜分量后， 
給出光散射时的頻率变化。 


§96. 气体和液体內的瑞利散射 

. 按照光頻率改变的特征，可以区別两种 散射： 1) 联合散射(拉 
曼-兰矣別克-曼捷耳什坦姆效应），引起散射光內出現頻率不同于 
入射光頻率的譜綫； 2) 瑞利散射，这时頻率基本上不改变。 

气体內的联合散射机构是：在入射光的作用下，分子的振动、 
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轉动或电子状态发生了变化①。但瑞利散射不引起分子內部状态 
的任何变化。在气体很稀薄的极限情况下（分子的自由路程长度I 
大于光的波长X)，毎个分子上的散射是独立发生的；达种現象可 
以用微观的量子力学的方法来硏究。 

我們現在来硏究相反的情况，即在这种情况下，气体 
內的瑞利散射可以分为两部分。其中一部分是由于分子取向的不 
規則性（称为各向异性起伏）所引起的。另一部分代表由气体密度 
的起伏所引起的散射。通过儿次碰撞的結果，也即是經过与自由 
路程时間 r 的同数量級的时間以后，分子的取向巳完全改变。因 
此各向异性起伏所引起的散射导至出現比較寬的譜綫，其峰値在 
o/ = Gi 处，寬度为〜 fc/r 。 但密度起伏所引起的散射导至在这本底 
上出現比較尖銳的譜綫。如我們在下面所讲的，对于陂长为\的 
光的散射，在体积 X s 內的密度起伏起着重要作用。由于这些体积 
很大，因而这些体积內的起伏变化也比較慢，所以散射的譜綫也就 
比較窄。' 我們下面称这种譜綫为“未移动的譜綫”。 

密度起伏所引起的散射是标量型的（参閱§93 末)； 显然，因 
为密度 P 是标量，因而由密度 P 的变化所引起的介电常数的改变 
2s 也是标量。描写各向异性起伏所引起的介电常数的变化，是利 
用迹为零的对称張量仏⑻后一性质可从下列事实看出，在对所 
有的方向求平均时，这种效应一般必須完全消失。由此可見，各向 
异性起伏所引起的散射是对称型的。 

液体內的情况要复杂得多。这时眹合散射完全是由于分子的 
振新(或电子）状态的改变所引起的。液体內的散射不会产生轉动 


① 在通常的观察条件下，电子的跃迁不起作用。 

% 

② 更精确地說，下面的必要条件$ ?« sin |-, 其中分为散射角。这原因在于， 
在确定散射强度的公式 (96.4) 內，光的顔率 M 包含在的式子內。 
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的联合譜綫。这原因在于，由于液体內分子問有很强的相互作用， 
分子不能自由轉动以致产生分立的轉动能級。所以，分子的轉动 
和使分子改变相互位置的其他运动一样，在液体內只对0/=0>处 
产生比較寬的散射譜綫作出貢献，在这种情况下，可以很自然地 
称它为瑞利散射。这种运劫的弛豫时間主要依賴于液体 f 粘度。 

从液体內的总瑞利散射中分出由热力学起伏（密度/溫度起 
伏）所引起的散射部分，这种可能性决定于弛豫时間的数値。为此， 
必須使液体內建立平衡过程的弛豫时間小于上述起伏发生变化的 
时間。在这些条件下，可以观察到一条“未移动”的窄譜綫和其周 
圍的較寬的本底。对应于未移动譜綫的散射是标量型的。但是不 
同于气体的情况， 一 般說来我們不能断言寬本底是純对称散射，而 
沒有“摻杂”标量部分在內。 

利用 （95. 4) 的普遍公式，很容易算出未移动譜綫的总强度。在 
标量散射时，8因而消光系数 A 为 • 

(96.1) 

如果用和表示密度和溫度的变化，則 

料⑼， ■ 


按照熟知的公式竓密度和溫度的起伏在統計上是独立的 ( = 

= 0)，而它們各个的均方値为 




T 2 


(印） 


- -m) 


V 


pc v v 7 

为媒质单位质量的热容量。由此可見，我們最后得到 


h 


Qttc 




op / y P0 V 


9s \ 2 


(96. 2) 


这公式 最先由 爱因斯坦导出 （1910)。 


①参閱“疣計物理学”，第三版，§ 110。 
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对于气体、，公式 （96.2) 变得非常簡单。气体的介电常数（在 
光学頻率区域內）差不多不依賴于 溫度； 因此，方括弧內的第二項 
可以略去。对密度的依賴关系归結为 s -1与 P 成正比，因而 

t 

为折射系数。还考虑到，按照理想气体的状态 方程： 

为单位体积內的粒子数)，我們得到 
h = (96.3) 

D7TC 4 N 

这公式最先由瑞利得到（1881)。 

其次，我們来硏究“未移动”譜綫的精細結构的問題。为此，我 
們必須硏究起伏的时間过程。大家知道，在这方面热力学起伏可 
以分为两类①。液体內（或气体內）压强的絕热起伏以非衰咸波的 
形式而傳播，傳播速度为声速《(在这里我們不考虑声的吸收，因 
为它只是引起譜綫变寬，參閱后面的討論)。但压强不变时的熵 
起伏,在液体內一般是不能傳播的（只是由干热傳导而逐漸衰戚)。 * 
强度的时間变化过程(不对时間求平均）由下式积分的模量平 
方得出 

a(0 =\ss(0 -e^dV - Eo , (96. 4) 

其中私 看作为时間的函数。要求出散射譜綫的形状，必須将 
G (<) 分解为譜分量（也即是必須分解 3 s (0), 然后强度按頦率 Ao 
的分布由譜分量 G a ^ 的模量平方得出。但是这时在 (96. 4) 內不 
能用1代替因子 e — %如我們在前面所进行的。原因在于，量 
| G A J 2 显著地依賴于空間不同点处起伏的时間过程的关联。这 
把 lG A £ t > l 2 写成重积分的形式可明显 看出： 

①参間“連緻介质力学”，第 二版，§ 79。 
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j 卜⑴ -Ss(0e ， iq ( r "- rn e^(W) X 

x dVdV r dtdt\ 

同时由于声扰动傳播的波动性质，压强起伏的时間变化，甚至在很 

大的距离处也是关联的。这种情况对計算譜綫的总强度幷不重 

要，后者由将平方对时間求平均 得出； 因为 G («) 和 G $( f ) 

取在同一时刻，因而对于这些量只在同一时刻，空間不同点处的仏 

値間的关联才占重要，但是这种关联只能扩展到很短的距离。 

我們首先硏究由压强起伏所引、起的变化 （96. 4) 式的量是 

起 伏以的 傅立叶空問分是，其波矢置为 q 。 但这种声音起伏与时 

間的关系由6一“^給出，其中， • 

■ 

=:土 q Ut 

因为因而 

q = jk r — k | =2-^ sin -^-, 

c z 


式中 0 为 k f 与 k 間的夹角；将相应的 Aco 的値用 Acjo 表示，于是 


我們得到 


Ao^o = uq= zb2aj —— sin 


2 


(96. 5) 


由此可見，压强起伏所引&的散射导至出現双綫（称为孟德’耳什塔 
姆-布里淵双綫），共分量間的距离 2 AO )。 依賴于散射角。 

如上面所述，熵起伏的頻率为零。因此熵起伏所引起的散射 
产生一条 Ao > = 0 的中央綫。 

我們现在来求出双綫和中央綫的强度。未移动譜綫的总强度 

/ 

由公式 （96. 2) 求出，于是只須求出例如比値^就够了（此处/⑽ 
系指双綫的两个分贷的强度之和，也即是每一分量强度的两倍 

I 

①按照 （94.3) 式，两个分量的强度的差別是完全不重要的，因为 
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因为双綫是由 ffi 强的絕热起伏的散射所引起的，因而它們的强度 
由下列的均方値 給出： 

，(_x 硕.， 

利用压强絕热起伏的熟知公式，幷利用熟知的絕热压縮和等 
溫压縮的比値公式进行簡单的变換后，我們得到 


(_X 硕 = f ( 奢 ) S (_X = fXD 乂奢 ) 


8 


_ pTCy 


( 荽)乂 


£i 


2 


(96. 6) 


把絕热导数变換到变数 p 和 a 可以用更为方便的量来表 


示它: 


(m 




S 


(數 + 。 2 \瓦 


3s 




所要求的强度之比由 （96. 6) 与总起伏的均方値 [(96. 2) 方括号内 
的式子]之比給出。我們在这里不去写出非常复杂的普遍公式，只 
是写出略去了 s 对溫度的依賴关系的簡单公式： 

^ (96^ 7) 




( X 朗道， r . 普拉切克， 1933 )o 

为了求出譜綫的形状，必須硏究引起起伏“衰咸”的粍散过程。 
由于这些过程，起伏的振幅按照定律随时間而衰减， K •中的 
系数7为定常数。若起伏振蕩的“本征頓率”为 △ 叫，則与时間的 
总依賴关系由因子 f 心 ㈣ 〃>給出 。譜 綫內的强度分布与这个因子 
的傅立叶分量的模量平方成比例，也即是 


dl 


Io 


y 


(Aco — Ao ;。）y 




(96. 8) 


式中 io 为譜綫的总强度（这种譜綫形状称为色散形状）。譜綫寬度 
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为 y 。 

按照熟知的声吸收公式®，波矢量为 q 的 p 音起伏的衰减系 
数为 ’ 一 n 

式中％ C 为液体的粘滞系数，而 / C 为液体的导热系数。代入^ = 

= 2«) 2 (1-cos^), 我們得到双綫分量的寬度表达式为 

y ==-^- 5(1 — cos ^) 冬 >?+C + k (丄—丄^ • (96. 9) 

pc z L 3 \c v c p / 

熵的（以及溫度的）等压起伏的衰戚由导热方程 得出： 

1 =證， 

式中 X 为媒质的热导率。对波矢量为 q (也即是空間变化为 d qi ) 
的起伏，由此得到 

y = Xq ^ = 2%^ (1 - cosd ). (96. 10) 

中央譜綫的形状由 （96.8) 式給出，令其申 Ao > 0 = 0, 寬度 y 由 
(96. 10) 式得出。 • 

如本节开头所指出的，上述的理論可应用于液体內的散射，只 
要其中的弛豫时間小于起伏 发生变 化的时間。应注意到，在各种 
液体內，弛豫时間有不同的数量級。最快韵弛豫过程看来是液体 
內彈性应力的衰减。相应的（“麦克斯韦式的”）弛豫时間为 

式中 G 为切变模量 ®。 較慢的过程为分子的重新取向，也即是 

各向异性起伏的“衰减”。相应的（“称为德拜的”)弛豫时間为 O 〜 
#，式中 a 为分子 綫度； r M 与之差在大分子的液体內特別大。. 


① 参閱“連鑕介质力学”，第二版，§ 77。 

② 参閲“連績介质力学”，第二版，第二部分，§ 31。 
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最后，可能还存在其他較慢的弛豫过程引起声音的色散（例如，化 

学反应，能量緩慢地傳递到分子的振动自由度上等）。+可以与引 

起散射的“声”扰动頻率相比的过程，对散射特別重要。目前文献 
中还缺乏对各种可能情况的全面分析，我們在这里不去討論这一 
問題。只是指出，若液体的粘度很大，当 


T / tf 》 ——〜 

qu 


cousin 


时，液体对光散射的行为和非晶形固体相同。 

最后我們还提到液体 S 由表面上发生的一种奇异現象。由于 
起伏振动，液体的表面不是理想平面。这种起伏的“祖糙”表面引 
起从奉面反谢的光有一部分是散射的 （JL II . 孟德耳什坦姆， 
1913)® 0 


設光在綫形分子的气体內发生散射，极化率和 ai 分別平行和垂直 
于軸方向 o 試求各种散射类型的强度。 

m ： 散射光的荩强度（分子的振动状态粕电子状态一定）包括全部瑞利 
散射 S 联合散射的轉动部分。冈为散射是在气体每:个分子上独立发生的，因 

而只要将 (72. ?) 式乘上单位体积內的粒子数汊，幷用+ 0 ^*=备（ 0 ^ +2 ai ) 


代替粒子的极化率平方，就可以极其簡单地得到总消光系数为 

、 h = +2 ai ). (1) 

未移动的瑞利譜綫是由极化率的标量部分所5!起的，也卽是它的产生仿 
怫是分子的极化率張量等于因此从同一公式 （72. 3)，我們得到 


①参閱 JL H . 孟德耳什坦姆， Co 6 p , cot t. I . ctp 246, H3fl. AH CCCP, 1948, 
在这篇論文中，对人射面上散射的光进行了計箅。 
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7 8 ^N ( a „+2 a x ) 2 、 /0 、 

本 “移动=-^4- - U) 

& -fc 来移动之差包括未移 动譜綫 的“本底”（各向异也起伏弓 f 起的散射）和 
轉动联合散射。为了分出前者，必須首先将分子的极化率張量对繞某一特定 
軸（垂直于分子軸)的轉动求平均。显然，在轉动軸方向上，这樣求得的平均极 
化率等于<^,而在垂直于轉动軸的平面 R 的任何方向上，平均极化率等于 

-^(ax + a ^ o 換句話說，必須把繞某一給定軸轉动的分子看作是极化率張 


量的主値为 


a 丄， 


_1 

2 


( a 丄 + a 鼠，）， -~-( aj .+ a B ) 


的粒子。利用这些，我們可以算出迹为零的对称張量 
类似于推导 (1) 和 (2) 式的計算，得出 

, 一 85raj 4 A^(ai*~*aj}) 2 
办本底 = 


3 


然后由 


9 c 4 6 • 

最后，从 (1) 式减去 (2) 和 （3) 式，得到轉动联合散射的强度为 

Sttw^N ( CU __ Ct | i ) 2 


(3) 


联合 


9 c 4 


2 


§97. 临界乳化 ^ 

\ 

大家知道，物质的等溫压縮当垓近临界状态时无限制 

地增加。因而标量瑞利散射总强度的表达式 (96. 2) 也增加。这表 
明在临界、点附近，散射剧烈地加强，称为临界乳化 ®。 但是 （96. 2) 
式本身这时已变成不能应用，因为利用来推导它的热力学起伏的 
表达式已不再是正确的。 

强度的增加幷不是对瑞利譜綫精細結构的三个分量都发生， 
而只是发生于中央分量。至于双綫的分量，按照〔96. 2) 和 （96. 7), 
我們得到 

.①在第二种相变的临界点附近，固体內散射时&生类似的現象。这由 B , JI . 
r H H 3 r>ypT 进行了硏究 CAAII CCCP ， 105, 240, 1955)0 


h — Tpc v 

hun = Q ^~~^~ 

按照熟知的热力学 公式： 


(聲)乂 岩 ):. 


Cp— c„ = 


— y (菩): 

P 2 (^)’ 

\^ P/T 


我們得到临界点附近的有限量为/ 


6ttc 4 


P 3 c v 


(M) 


⑶:. 


C 97.1) 


p 


如我們在下面所讲的，在临界点附近，甚至在計算散射的总强 
度（而不只是精細結构）时， （96. 4) 式內的因子 e —— 也不能用1来 


代替。我們用 dk 表示对立体角 如(这相当于給定値 q = k - k 。 內 

* ■■ 

的散射而言的微分消光系数。为明确起見，我們 R 限于硏究自然光 


的散射，幷觅記住它的角关系（标量散射时）由因子 ■|(l + C o S 2 d ) 
給出，于是得到必为 

89 ' erivdv \ 2 t (i+cos2 ^|^* (9 : 2) 

在临界点 附近， 密度的起伏 省加， 而溫度的起伏仍是有限的。 
因此 k 須硏究起伏^于是 

dh - iro {^) lM\^^ qrdV ffa + cos ^)^, 07.3) 

按照起伏理論，在临界点附近，密度起伏的均方値可用下列式 
子內的系数 a 和6来 表示： 

n = l(Sp) 2 + ^(V8p) 2 , (97. 4) 

式中 P 为物体单位体积的自由能 ®。 


①参 閱“铳 計物理学”，第二版，§ 115。 
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这个公式代表自由能变化展开为 Sp 及其陡度的幂級数的头 
几項； 必須計及后者是因为在临界点附近，物体內局部的不均勻性 
增大。常数《用通常的热力学量表示为① 



(97. 5) 


(97. 3) 內的均方値用 a 和6表示为 

VT 


dV 


2 


a + bq 

把它代入 （97. 3)，我們最后得到結果为， 

1 + cos 2 0 




(97. 6) 


P (篆 1 + 爷 6(1 — C 。 刪 


do 1 


(97. 7) 


这公式最先由 L . S . 奧尔斯坦和 F . 澤尔尼克导出（1914)。当角 
度分不太小时，可以略去分母內的第一項，于是 


dh = m^c^\^) T l-oos^ d ° 


(97. 8) 


将 (97. 7) 式对山/进行积分，就得到所有方向的散射总强度 a 


当也即是在临界点处），在小角度下，.积分是对数发散 
的。实际上，积分必須只进行到与折射角同数量級的角度（〜|，式 


中 I 为物体的綫度)。因此，总强度对数性地依賴于散射物体的 
綫度。 


§98. 非晶形固体內的散射 

非晶形固体內的瑞利散射 A 与液体和气体內的瑞利散射大 


① 导数 if ), 1为物体单位质量的热力学势。因此二次导数为 , 

② 晶体內敔射理論的介紹，可参閱 M.B.BojtKeHurreiiH 的“分子光学”， roc- 
TexE3Aai', 1951. 
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不相同。大家知道，在各向同性固体內，不是只有一个而是有两个 
声音傳播速度——纵速度叫和横速度 W 。 因此瑞利譜綫的精細 
結构不是包含一条而是包含两条孟德耳什塔姆-布里淵双綫:> 它們 
是由于纵向“声波”和橫向“声波”上的散射所引起的，幷且距离中 
央譜綫的距离分別为土 AW 和土 Ac ^, 其中 

Ac^i—Uiq y Acot = u t q. 

因为总是 Ui > u t ^ 因而譜綫的中央分量仍然是由于不 
能在媒质內傳播的起伏上的散射所引起的。在这些起伏中，在現 
在的情况下起主要作用的是結构起伏。在非品形物体內，由于原 
子的排列是无序的，因而这些起伏也比較大，幷耳实际上不随时間 
而改变（由于固体內的扩散过程极其緩慢）。由于这些起伏所引起 
的散射，，导至产生寬度实际为零的强譜綫 。 按照这种散射的偏振 
和角分布,这种散射是标量散射和对称散射的集合。 • 

我們現在来硏究非晶形物体內瑞利譜綫的双綫分量。和在液 
体和气体內不同，甚至在計算散射光的总强度（和偏振）时，我們也 
不能令积分 G 內的因子 e ^-1 0 于是§ 93內按散射的角度关系 
来进行分类的方法也失:去作用。这原因在于，在固体內，一切形变 
效应(在現在的情况下为起伏）可以傳播到很大的距离。因此物体 

各点处的起伏，在同一时刻，甚至在比 | 大的距离上也是关联的。 
散射波的場由下列公式給出 * 

0 iloRo r ,2 、 

f ~^[ n '[ n ， G ]]， (98. 1) 

式中 

O^^s^e^dV^Eoicy ( 98 , 2 ) 

而为散射方向的单位矢量。由于各向同性物体发生形变所引 
起的介电常数的变化为 


^Sij 0 z=: aiUi]Q+ 


(9 & 3) 
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式中為 h 为形变張量[参閱 (81. 1)]。因为积分 （98. 2) 从 S 如分出 
了波矢量为 q 的傅立叶空間分量，因而在 （98. 3) 內必須把理 
解为具有这波矢量的声波內的形变。因此形变时的位移矢量可以 
写为 

u = Ro {u 0 e iqr > = Y^ u oe iqr + < (98. 4) 

由此得到形变張量为 

而体积分为 

• | u ik e^ iqr dV = -^-(uoiqio + u 0 jcqd ^ (98. 5) 

首先我們硏究橫向“声”波所引起的散射。因为在橫波內， u 丄 
丄 q 和 Az =0, 因而 


= aiUijQ. 

利用 （98. 5), 于是我們得到 

G = ^ — {u 0 (qE 0 ) +q(u 0 E 0 )>. (98. 6) 


橫向声波可以有二个独立的偏振 方向： 矢量 II 可以在 k ， 平 
面內，或与它垂直。还考虑到 Elk , 容易看出，在第一种情况下, 
G 在垂直于 W 的平面上的投影等于零。由此可見，橫向声波在 k , 
平面內“偏振化”，一般說来不散射光。 

若位移矢量 u 垂直于 k , W 平面，則利用 （98. 1) 和 （98. 6) 式进 
行簡单的計算，得到散射波場的表达式为 


— e 找 只。 0 2 a L iV 办 p 

Eii -—quocos - E x , 

切 _e <AJKo co 2 a,iV 旮 

E±= A^nR^ — quocos -E„ 

和通常一样， 0 为 k 和 k 間的夹角，而下角标 


(98. 7) 

和丄表示矢量 
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在散射平面的分量和与該平面垂直的分量。两个式子內的比例系 
数包含相同的起伏量价。这表明散射不发生消偏振——綫偏振 
光仍然为綫偏振光（虽然在另 -平面 ^)。 

由于 （98. 7) 两个公式內的系数完全相同，因而消光系数办不 
依賴于入射光的偏振状态，幷且等于 ^ 

• Vj ^ cos ^ do . ( (98. 8) 

剩下的一步是求出起伏位移％的振幅的均方値。 

从热力学起伏的普遍理論的观点看来，可以把 （98. 4) 的声陂 
看作是两个古典振子的集合（向左和向右傳播的波），每一振子的 

平均动能为 f 。 因为在稞在的情况下，振动頻率为 = 叫心因 
此，平均动能为 

-|-Fp^ = -|-7p (utqT I Mo I 2 . 

令这式子等于我們得到 

lw °' 2 " VpuU ^' (98'9) 

最后，将 (98. 9) 代入 （98. 8)，我們得到 

dh = —#^- cob 2 ^ do . (98. 10) 

我們注意到散射的角度依賴关系完全不同于在液体和气体內的 
情况。 

我們現在来硏究纵“声”波上的散射。在这种波內 , u lq , 幷且 
利用 （98. 3) 和 （98. 4)，我們得到 

G = ^-u 0 q |«i q ， 。 上 + a 2 E 0 | . 

由簡黾的計算，得到散射波場为 
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E\ 


ilORo 


4:7tRoO 




丄 


F r 一 e i/6R9 co 2 iVu 0 qr 
^ ~ 2 ~ 


2 


-fa 2 }cos d 


(98. 11) 




在这种情况下，散射时也不发生消偏振現象。但角分布和消光系 
数依賴于入射光的偏振状态和偏振方向。我們在这里不去写出相 


应的十分复杂的公式，計算完全和上面給出的相同，而且1价1 2 的 
表达式的差別只是在 （98. 9) 內用仏代替了％。 




第十五章晶体內倫琴射綫的衍射 

§99. 倫琴射綫衍射的普遍理输 

晶体內倫琴射綫的衍射現象在物质媒质的电动力学中占据着 
特別的位置，因为偷琴射綫的波长可以和原子間距相比較。由于这 
一原因，通常把物质看成連續媒质的宏观观点，在这里完全不能应 
用，因此，我們必須从硏究单个带电粒子（电子)上的散射开始 ®。 

原子內电子运动頻率的数量級为式中〃为电子的速 

a 

度，而》为原子綫度。若 X 〜 a , 則由于” 《 c ， 这些頻率小于偷琴射 

綫的頻率 Oi 〜由于这种情况，可以写出电磁波場內电子的运 

动方程为 . 

mv r = eE , (99. 1) 

也即是可以把电子看成是自由的（參閱§ 59) 

从 （99. 1) 式，我們求得电子在电磁波場作用下所得到的速 

度为 • 

v， = -^E. 

moj 

我們用 n ( x ， … 幻表示晶体內的电子数密度，它对电子的量子 
状态和晶格內原子核的热运动的統計分布求平均。但是应着重指 
出，这里幷不包括通常宏观理論中对物理无穷小体积元求平均，也 
即是是晶格內“电子云”的眞正量子力学密度。由波場 
所产生的相应的电流密度为 

j ，= ewv ，= l ^ E . (99.2) 

moj 

①原子核上的散射，由于其质量很大，当然是不重要的， 
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我們把这电流代入到费克斯韦微观方程內. 

rotE = i — H , (99. 3) 

c 

rotH = j r = - ^-( l - 47 r - e ^ n V > (99. 4) 

c c o \ moj / 

同时我們必須考虑到它对場的反作用，也即是散射效应。这时当 
然假定这种效应很小，也即是下面的不 f 式 正确： 

(99.5) 

由引进符号 D = sE ， 其中 ， 

8 = (99.6) 

ma> 

D 相应于通常的感应强度的定义，于是 (99. 4) 式可以化成通常的 
形式： ra tH =-( i ^) P 。 在这种意义上，我們看到，介电常数的 

表达式 (99. 6) (参照 （59. 1) 式），当波长时也可以应用。当然 
这时必須記住，这里出現的 E 和 D 的意义不和前面的相同，因为 
它們現在是对未对物理无限小体积求平均的場而言。因而$現在 
是坐标的 函数。 

倫琴射綫在重原子上熬射时，可能发生一种 情况： 条件 co^>coo 
对外电子层滿兔，但对內电子不滿足，对內电子吻，因而不等 
式入》 a 成立。在这种情况下，也可以引进介电常数的槪念(作为 
1>和忆間的比例系数），但是 （99. 6) 形式的公式这时只能給出外 
电子的貢献；而內电子的貢献在原則上必須由对这些电子层的体 
积求平均値而算出。由此可見，若写出普遍形式的式子： D-aE 
(其中 s 为坐标的函数），則我們就自然地考虑到了各种可能的情 
况。为明确起見，我們下面即利用 （99. 6) 式。 

在 （99. 2) 式內对电子的密度求平均値，結果得到不含时問的 
y , z ), 于是我們就消除了散射时頓率的可能改变。換句話說， 
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我們只硏究頻率沒有改变的严格的相干散射。 

* 从方程 （99. 3) 和 （99. 4) 內消去 H , 我們得到 

’ rot rot E = ^D. 

我們在上式內代入 

E = D + ^^ E , • 

77UO 

幷将 rot rot E 展开，同时考虑到 divD = 0 [如从 (99. 4) 得出的]，于 

是我們得到 2 ^ . 

AD + ^ D = rot rot ^ :< Tre ^ E . (99, 7) 

c mo} z 


因在这方程的右侧已包含有小量^因而必須把 E 理解为姶 

mco 

定的入射陂場。我們来求出 （99. 7) 式在散射晶体外很远处的解 ®。 
因为这方程在形式上和 （93. 3) 式相同，因而按照与（93_ 4) 类似，我 
們可以立即写出所求的解为 

^2 ^ihRo C 

^-[ k /[ k ， E 0 ]] \ ne ^ dV , (99. 8) 

mco^ Kq J 

式中 i ? 为从在晶体內的坐标原点至場观察点的距离 ； q = k f 一 k ; 
k = Jc f = 为入射波的 振幅； 在等式左側，我們以 E 代替 D , 因 

C 

为在晶体外眞空內 ， D = E 。 • 

为了表征偷琴射綫衍射强度的特征，我們引进有效截面 A 
定义为在立体角內衍射的輻射强度与入射波內的能通量密度 
之比。按照 （99. 8), 我們有 

dcr = ( B \ \ sin 2 ^ 

\ mc 2 / 

式中 0 为 E 。 与 k / 間的夹角。若入射光綫为“自然光”（不是偏振 

①在§ 93內求解 (93.3) 式时，不尤許考虚物体外的#，因为这要求計及物体表 
面的边界条件，这是闪为；：93.3)式左惻所包含的量 W ), 在物体內和物体外不相等。 
伹 （99.7) 式的左側在全部空間內都不改变其形式。 


ne^ T dV do \ (99. 9) 
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光），則上式內的因子 8 〖 11 2 6 >可用|( 1 + 0 (^^)代替，其中公为 k 

和 W 間的夹角（参閱415頁上的底注），于是 

如 = ^^^) 2 (l+ COS 2 旮 ) | 2 do f (99. 10) 

下面为明确起見，我們即假定是这种情况。 

我們看到，在給定方向衍射的光綫强度主要由下列积分的模 

量平方得 出：’ 

^ ne^dVy _ (99. 11) 

这也即是电子密度的傅立叶空間分量 （ q 取适当的値）。当 q — 0 
时，这积分簡单地变成对晶体体 积1 (也即是对元晶胞）平均的电子 
密度 < 但是，若在•方程 (99. 3) 和 （99. 4) 內用； i 代替〜則我們就 
得到通常的麦克斯韦宏观方程，其介电常数为 

s(co) =l — ± E ^ 
may 1 

按照这些方程，当偷琴射綫通过晶体时，它們按通常的定律发生折 
射（折射率为 Vi )。 由此可見，小角度上的衍射变成我們在这里 
不感兴趣的通常的折射。下面我們认为 q 显著地不为零。 

电子密度（和晶格內任何位置的函数一样）可以展幵为傅立叶 

級数。 * 

n = ^ jn h e ^ ih % (99. 12) 

b 

式中求和对倒易晶格，的全部周期 b 进行 ® 。将 （99.12) 代入 
(99. U ) 式，幷对晶体的体积进行积分，只当 q 接近于某一个 27 rb , 
• 时，我們才得到显著不为零的結果。在这些値的中間，强度实际上 
等于零。为此我們可以分別硏究每一个衍射的极大値，这时假定 

:抑/"〜，其中 b 取給定値。将这式子代入 （99. 10) 內，我們 

♦ 


①参閱“統 fV 物理学”，第三版，§ 128 , 
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d<r = (1 + cos^) | | 2 I f 2 do，. 

\ 771/0 / I J 

• (99. 13) 

最强的极大値发生在精确地滿足下列等式的方向上： 

k r 一 k 二 27 rb ， （99.14) 

这方程称为劳厄方程；这些极大値称为主极大。伹是当 b 为給定 
时，主极大不可能出現在入射光綫为任意方向和任意頻率时。把 
(99. 14) 式写为 k f = k + 27 rb , 幷平方之，再考虑到矽二广，我們 

得到 

bk = — 7 t 6 2 . - (99. 15) 

这个方程决定 b 为給定値时出現主极大的波矢量 k 的値。从几 
何意义上說 ， （99. 15) 式是垂直于矢量 b 幷距离坐标原点为的 
k 空間內的平面方程。特別是我們看出，必須& 

因为 jk / — k | =2^ sln ^- ? 于是从 （99. 14) 式得出 

fcsin 备 = tt 6， (99. 16) 

由它可以求出主极大內的衍射角，这方程称为布拉格 - 烏耳未 

趙。 

大家鈿道，倒易晶格的每一矢量 b 
决定由方程 rb = 常数所表示的一族晶 
体 平面，其中常数取整数値。这些平面 
垂直于矢量 b ， 幷且与矢量 k 和 kT 相 
应于条件 (99. 14)] 构成相等的入射角 
和反射角（图46)。为此主极大內的衍 
射有时說成从相应晶面上的“反射”。 

将 (99. 13) 式对在 V 方向附近的 


2/zb 



560 


第十五帘晶体內倫琴射綫的衍射 


立体角进行积分，我們就得到某一极大附近的衍射“斑”的总强度。 
我們現在就来求主极大附近的总强度。 ^ 


我們用 k 纟表示 相应于精确地滿足劳厄条件 ki = k+27rb 的 
kM 直 （k 为給定値）。我們还引进 = 1 -在极大附近的区域 
內， K 很小，又因为 k/ 和 k[> 只是方向不同，因 ifc 丄 k[。 所以立体 
角元可以写为 



k r2 


dK x dK ] 


F 


dK x dt < 




这里把 3 軸取在 U 方向上。由此可見，我們有 


(99. 17) 


^ = 2^(^) 2 C 1 + cos ^> 1 2 j | dK - dK v I 卜 


在体积分內可以对办进行积分，因为 f &与这坐标无关: 





式中而 Z = Z { x ^ %)为物体在 k{) 方向的长度。最后我們 


利用傅立叶积分理論的熟知公式： 

J (sp * ) 2 dl <x dK y = dx dy ， (99. 18) 

式中 

9« = Tdx dy 

为傅立叶二維展开式的分量。于是我們最后得到公式为 
江=¥(去） ㈣ ⑽、)1 砌 I 2 j 謂= 

=^(^) 2 ^in 2 -|(l + cos^) |n b | 2 Jz 2 d/. ( 99 . 19 ) 

这里积分的数量級为 i 4 ， i 是物体长度的量綱。由此可見， 


总有效截面（或者衍射斑的总强度）与成比例，其中 F 为物体的 
阼积。我們注意到，极大强度与体积的不同幂成正比：当 k = 
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= 277 b 时， (99. 13) 式內的积分簡单地为 F ， 于 是如与 F 2 成 正比: 


d = 香⑸ 2 d +‘ 分 ) W 〒 2 . ⑽ . 20 ) 

极大强度比起总强度来与体积 r 的更高次幂成正比，这一事实明 

' 4 

显地表示出极大値的銳度。后者的“寬度”显然与 ^ = 成 
正比^ 

上述理論只当衍射效应很小时才能应用。如我們現在見到 
的，这一要求对晶体的綫度加上一定的条件，即是 CT 必須小于物体 
截面的几何面积(〜 i 2 )， 由此得 ^ 


e 2 L 
me " h 


n h \ <§Cl. 


(99. 21) 


- 例 題 

1. 試求在棱氏为 i *， 2^， k 的正平行六面形晶体上衍射时主极大周圍 
衍射斑内的强度分布。 

M - 和正文內一样，我們引进矢量选擇坐标軸与平行六面 
体的$平行，坐标原点在六面体的中心上。 

A 

积分 ^ Kr dV 可分解为下列形式的三个积分的 乘轵： 

L x 


^Lx 

由此可見， . 

如 = 32 (^T (1+cos2 分 ） 1 Wb 1 2 4^4 sin2 ^ sin2lj ^ sin2 ^t dQ， ' 

应該記住，矢量 / C 的分量不是独立的，而由条件 icl 4 = {) 联系起来。 

2. 所求与上題相同，但在半徑为 a 的球形晶体+发生衍射。 

解.我們再引进 Ksk '- ka ， 选擇坐标系的 z 剌1沿*;方向，坐标原点在 
球心上。我1門有 




x x dx 


2 


K 


sin 


X 


2 
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a 

jV 卜 W= J - ^2 ) e -^Z dz = sin ^ _ ^ aeos 

—a 

由此可見， F 


/ e 2 \2 1 » 

d + cos 2 a )\n h \ 2 ~g( sirf/ca - K a cos Kay do\ 

3 -試求次极大周阐衍射斑的总强度。 

在現在的情呪下，入射波的波矢置 lc 不滿足条件 (99. 15)，如在 il£ 

文内所指出的， (99.15) 式是垂遛于矢量 b 
的平面.方程；我們用 nb 表示矢童 fc 的端点 
偏离这平面的小位移，此处1；«1。換句話 
ife， 我們将 k 表?5为 k kp + b ,式^中勺 I* 0 
滿足（99_ 15)式<图47)。 

衍射斑內的极大强度对应于这样的 k ， 
方向，这时 k —(k + STrb) 为极小値[因而 
(⑽ .13) 内的积分为极大値]。但是两个矢 

量(其中一个有住意方向）之差的絕对値，当 
这两个矢量方向重合时有最小値。因此有(考虑到 k r = k ) 



. 卜一 i — 叫岭 

因为 k 接近于1^，又因为我們硏究极大附近的区域；于是 i c ^ i c _|.27 rb , 而沮 
上述式子内的分 母可出 2 A 釆彳 t 替。将分子內的括号展开，我們得到 

一 2k>2?rb — （ 2tt !>) 2 =： [ — 2 ko- 27 rb — （ 2?rb) 2 ] — 

一 2 ”b • 2 irb = — 4 nn ) b 2 . 


由此可見, 


lk ，- k -2 

其次，按照下列引进 K: 


fc ，= (fc + 2 arb)(i — 

选擇 Z 軸在 k +27 rb 的方向，于是問題变成計算积分[比照 （99.19) 式的推 
导]: ^ ^ 
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U d K 


sin 


r 、6: 

I 


y 

^ df \ 


最后，我們利用 （99.18) 式，得到 


¥{^) 2(l+cos2 * )lwbl 


;in 2 (7n7& 2 f ) 


TTT^b^ 

~k~ 


df . 


) 2 


当 刀 —0 时，这式子变成 （99.19) 式。若 w V b ^ Z / k»l (这不与条件 ^«1 
矛盾），則正弦的平方可用它的平均値 | 来代替，于是我們得到 


/ e 2 \ 2 1+ eos 2 
V me 2 ) v 2 6 4 




式中 S 为物体在 x ， 2/平面上的投影(暗影)面积。 


§100. 积分强度 

前一节导出的公式給出严格的单色平面波入射到晶体上的衍 
射强度。我們現在来硏究不滿足这些条件的一些情况。 

首先，我們硏究入射波为平面波但非单色波的情况 ®。 換句話 
說，它的譜分解包含波矢量 k 的方向相同但数値 fc = o >/ c 不同的 

波。我們用 P ( A 0 表示入射波强度按頻率分布的密度，幷且由条件 

* 

^ P { h ) dk^l 归一化为 1。 

衍射斑的总强度由将 (99. 13) 式对 和对 p { k)dk 进行积分 
而得到的有效截面給出： 

4( 分^刖一 一叫 ?x 

x (14 - cos 2 e ) p (&) ck / d &. (100-1) 

我們暫时引进符号 K = k - k -27 rb ? 幷将模量的平方写成重 


积分的形式： 

泰 ①这倩况对应于晶体倫琴射綫分析中熟鈿的劳庥方法。 
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iKr 


dV 


l) dV l dV 2 . 


代替 1 ^和 1 ： 2 ，引进变数 |( ri + r 2 ) 和 r = r 2 — ri , 幷对第一个对物 
体的体积进行积分，我們得到 


e iKr dV 


V e iKT dV. 


在剩下的积分內，現在可以对全部的空間进行积分 ® ，結果为 


r dV | =(2 tt ) 3 F 8( K ). 

将这結果代入 （100. 1) 式后，我們可以把后者改写为 


( 100 . 2 ) 


4 —(士) 2 卜 6 「 y(1+co 日'广 

xjjs(k’ — k - 27 rb) p (k) do 9 dk; 


(100. 3) 


由于被积式內出現 S 函数，因子 l + cos 2 d 我們用它在《 = %时的 
値代替后已将它移到积分号外， 其中％ 为滿足劳厄条件（我們将 
它們表示为 k 。 和吣=匕+ 27^)的矢量1^和 V 間的夹角。 

对 do / 的积分可以方便地进行，因为我們注意到，它等价于对 

d 3 k T ~ k r 2 dk r do r = ^ k r d { k r 2 ) do r 

的积分，只要车被积式內弓^附加因子护)。由此可 
見， （100. 3) 內的积分可以用下面的积分来 代替： 

||_|g(k f -k-27rb) 8 (n)p ⑻ d z k r dh. 

利洧第一个 S 函数对 d 3 Jc f 进行积分时我們必須在第二个 S 函数內 
用 (k + 27 rb ) 2 代替 V 2 ,結果得到 


(4^6 2 + 47rbk)p (Jc)dk = 


①因为我們的目的是針箅衍射斑的总强度而不是它的寬度，因而 W 以这样作 



§ 100. 积分强度 
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S (bk + tt6 2 ) 户（々）必， 


于是 




2 tt ! 


〈 ^y) 2 |n b | 2 F(l+ cos 2 ^)j-^8(bk + tt 6 2 >p (k)die. 

(100. 4) 


最后，我們对极进行积分（方向 n = t 給定）。当& 时 ， S 
函数的宗量变为零，于是积分等于 . 

南 

p ( fco ) 1 ^ p ( feo )_^ p ( fco ) 

Jc 0 (bn) lbkol tt6 2 

这样一来，我們最后得到 

tr = 2 tt (^^) 2 ! w b i a F(l + cos 2 0 0 ) (100. 5) 

我們現在硏究另一种情况，即入射波为单色波，但包含 k 方向 
不相同的各分量， k 方向的不同系由繞某一軸相互轉动而产生®。 
在这軸上的单位矢量我們用1表示，而繞它的轉动角用冲表示。設 
函数 pOA ) 給出入射輻射强度的角分布，幷已归一化为1: 

J p(x}f)dxfs = l. 


导至 (100. 4) 的全部計算也完全适用于这种情況，唯一的差別 
是对 pQc ) dk 的积分必須用对 户010邮 的积分来 代替： 


= 2 开 2 (>^) 2 |n b | 2 F(l + cos%) f+S (bk+ tt6 2 ) x 


• x p(x/f)dxp. (10(X6 )、 

我們仍然用 k Q 表示 3 函数的宗量变为零时的 k 値，幷从1， k 0 平 
面起計算少。当 1 A 小时我們有 

①这种情况相当于倫琴結构分析中热知的布拉格方法（或旋轉方法），而且实际 

^Ni/V 

上所指的井不是 k 方向的轉动，而是指晶体本身桡1軸的轉动。 




566 


第十五章晶体內倫琴射綫的衍射 


k = k 0 + [ lko ]^. 
于是 （100. 6) 式內的积分变为 




P ⑼ 


& 2 |b[ln 0 ]| 


/ >(0) sin 2 ^- 
7 r 2 6 2 | b [ lno ] T - 


由此可見， 


F#(D %in2 t (1 + cosSd 。)'^ 12F lb&- (loa7) 

最后，我們来硏究单色平面波从晶粒无序取向的物体上的衍 

射現象 ®。 

我們用 k {> 和 b 。 表示矢量 W 和 b ， 其取向使劳厄条件 = k + 
+ 2/ rb u 滿足。 k [> 和 bo 的方向不是唯一确定的，因为当三角形 k ， 
27 Tb 。， W 繞 k 方向轉动时，劳厄条件当然仍然是滿足的。由此可 
見，主极大相当于 V 的方向，这方向占据一个頂角为洲0的錐面。 
于是代替衍射“斑”,我們現在得到一个衍射“环”。 

所求的总有效截面由与 （100. 4) 相同的公式給出，所不同的只 
是其中对 P ( Jc ) dk 的积分必須用对 b 的所有方向的平均来 代替： 




2 ^ v (^y 十⑶ ㈣ 。 ) ii s ( bk+ ^ 2 ) 磬， 


( 100 . 8 ) 

rfo b 为在 b 方向的立体角元。我們用 a 表示 k 和 b 間的夹角，可 
以将 （100. 8) 內的积分写为 


f 本 S (6A?cosa 十 7r& 2 ) 
, J h , 

由此可見， 


27 r 6 cosa 

4 


26 fc 2 26' 


sm 


2 


①这种情況相当于倫琴射綫結构分析中的粉末方法(德拜-歇尔方法） 


_, § 101> 輸琴射棧的 扩 散式热散射 _567 

cr — (~ ^ t ) 1 n b 1 2 (1 + cos 2 0 0 ) sin 2 (100. 9) 

在上述三种情况中，每一种情况对应于对衍射图样求平均的 
一种特殊方法。我們注意到，正如所預料的，总平均衍射强度与物 
体体积的关系，这时归結为簡单的比例关系。我們記住，在未平均 
的图样內，衍射强度以及它在衍射斑上的分布更尖銳地依賴于物 
体的体积。 


§101- 倫琴射綫的扩散式热散射. 

在上面两节內，我們曾把 y , z ) 理解为晶体內对时間平均 
的电子密度。因此从其中排除了由不同原 因所引 起的密度起伏 
以及偷琴射綫散射的相应部分(非相干部分)。非相干散射的来源 
之一是密度的热起伏。这种散射“扩散式”地分布于所有方向，但 
它的主要特 征是： 在前节所硏究的“結构”散射的銳綫方向附近有 
比較大的强度。，我們現在就来硏究热散射的这些极大値 
Zacharisen, 1940 ) 。 

晶格的热振动可以設想为被分解成許多单个的“声”波:。如从 
下面所看到的，我們感，兴趣的热散射的极大値是由波长大于晶格 
常数的陂所产生的。在空間的每一点处，由这种波所引起的电子 
密度的改变，可以看成是晶格簡单地移动了一个距离等于波的位 
移矢量 u 的局部値的結果。由此可見，当給定的声波通过时，密度 
的改变（未对时間平均！ ） 可以用平均密度来表示为 


= w(r — u) —n(r) = — u—. 

硏究給定綫附近的扩散式散射时，我們必須用叫代替〜其 
中 b 为給定的，于是 

—2iri (bu)^b^ 27riD，r - 


(101, 1) 
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〆 

密度起伏所引起的散射与平均密度所引起的散射当然是非相 
千的，因此它們不发生干涉現象。所以，扩散式散射的有效截面可 


以从 （99. 10) 式求出，只要在其中用鉍代替％然后对起伏求統計 
平均： 


dor 


U b | 2 a+cos 2 ^) \^ub)e^dV 


do 、 

( 101 . 2 ) 


式中引进了符号 K 二 k f — k — 277 b 。 在矢量 K 为小値 （ X 《2 jr &) 的 
方向上，散射的强度大。 


积分給出 II 的傅立叶空間分量，其狡矢量为 K ; 因 

此我們可以把 u 簡单地理解为在波矢量为 K 的声波內的位移矢 
量。于是不等式表明，散射声波的波长大于元晶胞的 
綫度。 * 

这样一来，我們可以令 

• u = 4 ( u ^ Kr + u ^— Kr )， (101.3) 

、 2 • 

于是 

| ( bu ) e^ x dV = ~V ( bu 0 ) ， 

有效截面为 

dor = I 1 2 (1 + cos 2 d ) bibiaUoiUo ^ do '. (101. 4) 

对 U G 的分量的乘积求平均，和 § 98 內对各向同性物体內的声 
波所进行的相似。形变晶体单位体积的彈性能为* 

式中为形变張量，而 Klolr , 为彈性模量張量®。因此，整个晶体 


①参閱“連纘介质力学”第二版，第二部分 ， S 10。 
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的平均彈性能等于 

■ 

、我們在上式內代入 

M<ft = 音(歲 + 1?) =_ | R0((i KhUoi+iKi ^ e ' Kr >* 

含有因子 e ±5 UKl 的項平均时变为零。还考虑到張量的对称 
性质（对下角标 i ， &和以及对 i , h 与 I , w 的交換都对称）， 
我們得到 



V 

1 





或者 


式中引进了 符号： 

9ik — ^ilkmKlK m . (101. 5) 

按照热力学起伏的普遍理論，我們現在可以立即写出所求的 
平均値@为 


u oi u^ k = 等 灿- 1 ， 

式中 gar 1 为 guc 的逆張量，而有效散射截面为 


( 101 . 6 ) 


dcr = 27t 2 ^— ~ TV jwi,| 2 (14 - 008 2, &)&^6^^7& m do r . (101. 7) 


由此可見，如所預料的，扩散式散射"强度与晶体的体积成正 

比。这种散射的特征是它的强度分布于衍射斑的面积上。我們不考 

虑因子 （1+ cos %), 因它对衍射斑实际上为常数，于是我們看到强 

_ ▲ 

①参閱“統計物理学，，第三版§ 109 。若起伏量以，巧…的几率分布的形式为 


exp 


\^2 


XijcXiXjc 


則^ = d ClOi . 6 ) 式出現多佘的因子 2 是因为每一复数包含两个独: fc 的置， 
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度的分布由表达式 glibibj , 給出。这个表达式代表 K 一 2 乘上矢量 
K 的方向相对于晶軸的一个相当复杂的函数。当在主极大附近散 
射时，扩散式散射强度在 K = 0 的点处也是极大 [(101. 7) 式?本身当 
K -0 时变为无穷大，这时当然变成不能应用]。如果条件 （99. 15) 
bk - -7 r 6 2 不滿足，則等式 K = 0 不存在，于是扩散式散射强度的 
极大値位于某一不为零的 K 上，一般說来，它不和結构散射的极大 
位置相合。在两种情况下，扩散式散射所形成的本底强度基本上 

随■而下降，也即是比叠加在它上面的結构散射銳綫的强度的下 

XV 

降要慢得多。 


附录曲綫坐标系 


下面为参考起見，我們列出了一般的和某些特殊情况下的有 
关曲綫坐标內矢量运算的一些公式。 

在任意的正交曲綫坐标系 处，％ 內，长度元的平方形式为 

dZ 2 = 也&| 十也/|， 

式中 I 为坐标的函数，在这种坐标系內的体积元为 

dV = hjijiz dui du^ du 3 . 

各种矢量运算用心函数表示如下。对标量的矢量运算为 

(gradf— 忐恶， 

A i ? _ 1 ^ / 办 2^3 \ 

hxh^hz^^^UiX hi dut / 

式中刀对循环交換下角标1、2、3进行求和。对矢量的矢量运 


算为 

div A — 厂 / t Qi^hzAx ) 

(办 3 ‘4 3 ) — ) ， 

3 un 9 u 3 ^ 

rot A 的其余分量可由循环交換下角标得周 J 。 

柱坐标系 r 、9、％ 长度元为 

dZ 2 = dr 2 + r 2 dg> 2 + dz 2 , h r = 1, r, h z ^l. 


(rot A)i 


hz 


矢量运算为 


Af ^~ v ^( r U ) + ^ w + \ i y 

( 4 )++ 鸷—智 


div A 


9 

dr 



